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PROLOGO 


La presente obra titulada “Matemática Básica” en su segunda edición contiene 
esencialmente los temas que generalmente se desarrolla en los primeros cursos en las carreras de 
ciencias, Ingeniería. Economía, Administración. Medicina, etc., así como también en los Institutos 


Superiores. 


En la actualidad el contenido ciemífico de un libro debe complementarse con el aspecto 
didáctico que es tan importante como el contenido científico, por tal motivo en el presente trabajo 
se expone en forma Teórica y Práctica en donde en cada capítulo comienza con enunciados claros 
de las definiciones y Teoremas juntos con sus respectivos ejemplos seguidos de una colección de 


problemas resueltos y problemas propuestos. 


En las definiciones importantes así como los Teoremas y Propiedades son explicados en 


forma clara y amena ilustrado con gráficos y ejemplos en forma graduada. 


La presente obra consta de ocho capítulos: Lógica, Conjunto, Sistema de los Números 


Reales, Relaciones y Funciones, inducción Matemática, Números Complejos, la Teoría de 
= . 2 z la . 2 . 
Polinomios y Vectores en R” que es el capítulo que se ha agregado a la edición anterior así mismo 
se ha incluido la divisibilidad de los números enteros, se ha incluido mas problemas y aplicaciones 


a la economia. 


El presente texto es básicamente para estudiantes recién ingresantes a las Universidades 
en las especialidades de Ciencias Matemáticas, Físicas, Ingeniería y Economía y a toda persona 


interesada en fundamentar sólidamente sus conocimientos matemáticos. 


Deseo expresar mi más profundo agradecimiento a mis colegas de las diversas 
universidades en donde presto mis servicios, quienes con su apoyo moral y sugerencias han hecho 


. posible la realización de este libro en su 2da edición. 


Agradezco por anticipado la acogida que brinden a la presente obra. 


Eduardo Espinoza Ramos 
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Lógica 








INTRODUCCIÓ 


Lógica es el estudio de los procesos válidos del razonamiento humano. En la actualidad, 
el estudio serio de cualquier tema tanto en el campo de las Humanidades como el de las 
ciencias y la técnica requieren conocer los fundamentos y métodos del razonamiento 
lógico preciso que permite al estudiante o profesional extraer y depurar sus conclusiones 
evitando el riesgo de modificar en forma equivocada la información que posee. Esto es 
aun más en esta era de la computación, herramienta que es empleada en todos los campos 
del desarrollo de una sociedad y con la velocidad a la cuál se procesan los datos cualquier 


error de lógica puede originar problemas técnicos, sociales y económicos. 


Siendo muy importante, en la matemática moderna el análisis del lenguaje con un criterio 
lógico: la Lógica tiene como fin de conducimos a un hábil manejo del lenguaje 


matemático y el empleo de métodos eficaces de razonamiento. 


Existen dos tipos importantes del razonamiento: El inductivo y el Deductivo. 


El razonamiento inductivo es el razonamiento por el cuál una persona en base a sus 


experiencias especificas, decide aceptar como válida un principio general. 


El razonamiento deductivo es, en cambio, el medio según el cuál dicha persona utiliza el 
principio general aceptado previamente para decidir sobre la validez de una idea, que a su 


vez habrá de determinar el curso de su acción. 


Dado que las proposiciones son preceptos válidos de razonamiento deductivo, en el 
desarrollo de nuestro estudio veremos lo esencial de la lógica proposicional, a través del 


uso y manejo de una simbologia adecuada. 
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1.2. ELEMENTOS DE LÓGICA SIMBÓLICA.- 


a) ENUNCIADO.- Se denomina enunciado a toda frase u oración. 
Ejemplo.- (1) 1 es un número primo. (2) París está en Italia. 
G) i Qué hora es? (4) iViva el Perú! 


(E) 5>9 (O) 6+2=8 
(7) x? <9 x? +»? <4 


Los enunciados que matemáticamente tienen significado son aquellos que pueden 
ser considerados como verdaderos o falsos (proposiciones); algunos enunciados no 
es posible afirmar si es verdadero o falso, como por ejemplo, las interrogaciones, las 


exclamaciones o las preguntas. 


b) ENUNCIADOS ABIERTOS.- Son expresiones que contienen variables y no 
tienen la propiedad de ser verdadero o falso. 
Ejemplo.- 

(1) x < 7, es un enunciado abierto, porque no podemos afirmar si es verdadero o 
falso, solamente cuando a la variable x se le dá un valor numérico podemos 
decir si es verdadero o falso. 

Así por ejemplo: para x=3, 3<7 es verdadero 


para x=9, 9<7 es falso 


(2) x + y? = 16, también es un enunciado abierto. 


c) VARIABLE.- Es una cantidad susceptible de variar en un determinado campo o 
recorrido, a las variables representaremos por las letras 
minúsculas x, 
y. Z. tu, v, a estas variables se les dá el nombre de variables indeterminados. 
Ejemplo.- 
= . » 
(1) y=vx-5 es un número real, si x es un número real que sea mayor o igual a 


5. El campo o recorrido de x es x 25. 


Lógica 3 


(2) En la ecuación x? +y? =16 
- El campo o recorrido de x es -4< x <4 


- Ei campo o recorrido dey es -4<y<4. 


1.3. PROPOSICIONES LOGICAS.- 


Llamaremos proposiciones lógicas a todo enunciado abierto que pueden ser calificado 


como verdaderas o bien como falsas, sin ambigiiedades. 


NOTACIÓN.- Las proposiciones lógicas serán denotadas generalmente con letras 
minúsculas p, q, 1, Lt, .... etc. A la veracidad o falsedad de una 
proposición se denomina valor de verdad. 


Ejemplos de Proposiciones Lógicas.- 
(1) p:15-4=11, — verdadero(V) 
(2) q: Lima es la capital del Perú, verdadero (V) 
(3) «= 107+301=48, falsa (F) 


(4) t: 7 es un número par, falsa (F). 


1.4.  DEFINICIÓN.- 


Se llama valores de verdad de una proposición a sus dos valores posibles; verdadero o 


falso, estos posibles valores se puede esquematizar en una tabla de verdad en la forma. 


V 
F 
1.5. CONECTIVOS LÓGICOS.- 


Son expresiones que sirven para unir dos o más proposiciones, entre los más importantes 
conectivos lógicos tenemos: 
La conjunción, disyunción, implicación, bicondicional, negación, contradicción, esto 


mostraremos en el siguiente cuadro. 
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Po qa 
[een 


Bicondicional, equivalencia Sí y sólo sí, ... (== 
doble implicación = 


[5 = 





a) PROPOSICIONES SIMPLES Ó ATÓMICAS.- 
En una proposición que no contiene ningún conectivo lógico. 
Ejemplo.- (1) 6 es par. (2) 2+5=7 
b) PROPOSICIONES COMPUESTOS O MOLECULARES.- 
Es una proposición que contiene al menos un conectivo lógico. 
Ejemplo.- (1) 5 es primo y 2 es par. nd 
(2) Si5 es par entonces 2 es impar. 


(3) Sin es par entonces n es divisible por 2. 


1.7.  PROPOSICIONES GOMPUESTAS BÁSICOS.- 








a) LA NEGACIÓN.- Dado una proposición P, Ilarharemos la negación de P, a otra 
proposición que denotaremos por -P, y que se le asigna el 


valor opuesto a p, y su tabla de verdad es: 


El principio lógico de la negación es: 


Lógica 


b) 


c) 


Si una proposición es verdadera V, su negación es falsa F y recíprocamente. si dicha 
proposición es falsa F, su negación es verdadera V. 


La proposición —P es leída así “no P”, “no es cierto que P” 
Ejemplo.- (1) 2 es primo V 
Su negación es: 2 no es primo F 
(2) 5 es par F 
Su negación es: no es cierto que 5 es par V 
G) Dada la proposición P: 5x7 =35 
Su negación es: —-P: no es cierto que S x 7 = 35 


LA DISYUNCIÓN.- La disyunción de dos proposiciones p y q es la proposición 


compuesta que resulta de unir pyq por el conectivo 


4. 


lógico “o” en el sentido inclusivo y/o y que el principio lógico es “La proposición 
p v q es falsa únicamente en el caso en que p y q son ambas falsas, en cualquier otro 
caso es verdadera”. La tabla de verdad para la disyunción es: 





Ejemplo.- Hallar el valor de p v q donde p: 7 es mayor que 9: q: 4 es menor que 5 


Solución 


LA CONJUNCIÓN.- La conjunción de dos proposiciones p y q es la proposición 

compuesta que resulta de unir p y q mediante el conectivo 
lógico “y” que se simboliza p A q, donde el principio lógico es “La conjunción p A q 
es verdadero V, sólo cuando p es verdadero y q es verdadero V, en todos los demás 
casos es falso”. Su rabla de verdad es: 


d) 
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Ejemplo.- Sí p:4 <7y q: 6 es número par. Calcular el valor de verdad de p A q 


Solución 


LA CONDICIONAL (IMPLICATIVA).- La implicación o condicional de dos . 

proposiciones py q es la proposición 
compuesta mediante el conectivo lógico “si, ..., entonces, ...” y se simboliza p — 
q, donde el principio lógico es “La proposición implicativa es falso únicamente en el 
caso que la proposición p es verdadera y la proposición qg es falsa, siendo verdadera 
en todos los demás casos. Su tabla de verdad es: 





La proposición p es Ilamado antecedente y la proposición g es Ilamado consecuente. 


P———ssa ?9 


Antecedente Consecuente 

Premisa Conclusión. 

Hipótesis Tesis. 
OBSERVACIÓN.- 


(1) Una implicación es verdadera si el antecedente es falso, cualquiera que sea el 
consecuente. 
(2) Una implicación es verdadera si el consecuente es verdadero, cualquiera que 


sea el antecedente. 


Lógica 


e) 


Ejemplo.- Sea  p: Cristóbal Colón descubrió América. ; q: 6+3=8 
Hallar ei valor de verdad de p— q 
Solución 


Para calcular el valor de verdad de la proposición p—— q, primero calcularemos el 


valor de verdad de las proposiciones dadas. 
p: Cristóbal Colón descubrió América es verdadera V 


q: 6+3=8, es falsa F 


LA BICONDICIONAL (Equivalente ó Doble Implicación).- 


La doble implicación o bicondicional de dos proposiciones p y q es la proposición 
compuesta mediante el conectivo lógico “si y sólo si” y se simboliza p «-— q son 


verdaderos V o son falsos F, en otros casos es falso F. Su tabla de verdad es: 





LA DISYUNCIÓN EXCLUSIVA.- La disyunción exclusiva de dos 

proposiciones p y q es la proposición 
compuesto mediante conectivo lógico “o” y se simboliza p A q, donde ambas 
proposiciones p y q tengan valores de verdad opuestos y es falsa si ambas tiene 


idénticos valores. Su tabla de verdad es: 
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Ejemplo.- Sea p:kespar; q:kes impar. Hallar el valor de verdad de p A q. 
Solución 
Para calcular el valor de verdad de p A q, primero veamos lo siguiente: 
(1) Si kes par, si puede ser impar (Si pesV ; qesF) 
(2) Si k es impar, no puede ser par (Si pesF ; qes V) 
De las notaciones (1) y (2) vemos que p A q es verdadera. 


En efecto: 





1.8. - PROPOSICIONES COMPUESTAS.- 


Mediante los conectivos lógicos se pueden combinar cualquier número finito de 
proposiciones cuyos valores de verdad pueden ser conocidos, construyendo su tabla de 
verdad, en dicha tabla se puede indicar los valores resultantes de estas proposiciones 
compuestas, para todas las combinaciones posibles de valores de verdad de las 
proposiciones compuestas. 


Ejemplo.- La tabla de verdad de la proposición compuesta de: 
(pS 9a(g—S D|—S P—D 


Solución 


ES Ce [a 
V V V 


V 
V 
F 
F 
V 
V 
V 
V 





EE 
V 
V 
V 
V 
F 
F 
F 
F 


nm << << 


BS Sm <im a 
a < 4 «e md mm < 





Si se tiene una proposición compuesta con varios conectivos lógicos. para realizar las 
operaciones primero se debe colocar los paréntesis adecuadamente empezando con las 
proposiciones que se encuentran dentro de los paréntesis anteriores, luego siguen todas las 
negaciones y se avanza de izquierda a derecha (los corchetes son considerados como 


paréntesis). 


Ejemplo.- Hallar la tabla de valor de verdad de la proposición: 


pvtg—os Dl) alc-pvye-s-dgl 


Ip v g—>-D] A [Epvn —S —dgl 


an mm<<< <a 


MU Ta <a < < 





1.10. TAUTOLOGÍAS, CONTRADICCIONES Y CONTINGENCIAS.- 


a) TAUTOLOGÍA.- Son proposiciones compuestos que siempre son verdaderos 


cualguiera que sea el valor de las proposiciones componentes. 


Ejemplos de Tautologia.- 


(1) pv-p (principio del tercio excluido) 


O es gar aq O ep 


En ctecto renemos; 
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Es una Tautología 





Es una tautología 


b) CONTRADICIONES.- Son proposiciones compuestas que siempre son falsas, 


cualquiera que sea el valor de las proposiciones 


compuestas. 


Ejemplo de contradicciones.- 
(1) pA-p (principio de contradicción) 
(BD) +pv-p) O) es qdntpa-g 


En efecto tenemos: 





Es una contradicción 


Lógica 


c) 





Es una contradicción 


EEKE CS 
VV 


BR F 





F v 
F PF 
E PF 
Es una contradicción. 


CONTINGENCIA.- Son proposiciones compuestas que no son ni tautología ni 


contradicciones, es decir, son proposiciones que en algunos 
casos es F, y en otros es V. 


Ejemplos de Contingencia.- 


OD pesa O) prq 


O es 9-—p 


En efecto tenemos: 


O) 


Es una contingencia 





Es una contingencia 
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Es una contingencia 





1.11. IMPLICACIÓN LÓGICA Y EQUIVALENCIA LÓGICA.- 


i) 


ii) 


A toda proposición condicional p — q que sea tautología le Ilamaremos implicación 
lógica (o simplemente implicación) en éste caso a la condicional denotaremos por 


Pp>q 


Ejemplo de Implicación lógica se tiene: (pvoan-g>-p 
puesto que: 


P[alKpvao nd 


V 





= N ps 


Es una tautología. Por lo tanto es una implicación lógica. 


A toda bicondicional p <> q que sea tautología se le llama equivalencia lógica (o 
simplemente equivalencia) y en éste caso a la bicondicional denotaremos por p& q. 


Ejemplo de equivalencia lógica se tiene: ipa(pvqglop 


puesto que: 





Es una tautología. Por lo tanto es una equivalencia lógica. 


Lógica 13 








1.12. PROPOSICIONES LOGICAMENTE EQUIVALENTES.- 


Cuando sus tablas de verdad de dos proposiciones p y q son idénticos se denominan 


equivalentes (o lógicamente equivalentes) en este caso se simboliza en la forma p=q. 


Ejemplo.- Las proposiciones (p —> q) y (-q — -p) son lógicamente equivalentes, 


puesto que sus tablas de verdad son idénticos. En efecto: 


ERIC 


FM F 
VaBi F 


FV V 
VV V 





1 P4 
À Iénticos A 


PS qe -q—> -p 
OBSERVACIÓN.- 


(1) La equivalencia de este ejemplo es muy importante, porque viene a ser la base del 
Hamado método de demostración por Reducción al absurdo, en una forma indirecta 


de un proceso de demostración que se va utilizar en el desarrollo del curso. 


(2) Un par de proposiciones equivalentes p= gq resulta siempre una equivalencia 
lógica p& q y viceversa. por esta razón cuando se tiene una eguivalencia lógica 


entre py q, también se dice p= q. 


1.13. PRINCIPALES LEYES LÓGICAS O TAUTOLÓGICAS.- 


Las llamadas leyes lógicas o principios lógicos viene a ser formas proposicionales 
tautológicas de carácter general y que a partir de estas leyes lógicas se puede generar otras 
tautológicas y también cualquier tautologfa se puede reducir a una de las leyes lógicas, 


entre las principales leyes lógicas mencionaremos. 


l4 


1º 


Eduardo Espinoza Ramos 
LOS TRES PRINCIPIOS LÓGICOS CLÁSICOS.- 
Ley de identidad. 


ps e gi red ET pr 
-una proposicion sólo son idénticos así mismo 
np. 


Ley no contradicción. 

—“(p A —p) “uná proposición no puede ser verdadero y falso a la vez” 

Ley del Tercio oi 

p vp “una proposición es verdadero o es falso no hay una tercera posibilidad” 
EUIVALENCIAS NOTABLES.- 

Ley de la doble negación.. 

-“(-p)=p “la negación de.la negación es una afirmación” 

Ley de la Idempotencia. 

a) paPp=p b) pvp=p 

Leyes conmutativas. 

a) (Paqm=(gAD) b) (pvo=(gvp) 

o) pesqeqgesp 

Leyes Asociativa. 

a) RTP b) pvlgvn=(pvgvr 

co) pes(lgqeSn=(pesgesr 

Leyes Distributivas. 

a) palgvn=(pagvipar b) pvlgan=(pvgatlpvr) 
o) pS(gand=( po ga(tp— 1) 


O pstqvn=(p—s 9) v(p—s D 


Lógica 


(6) 


O) 


(3) 


(63 


OBSERVACIÓN.- 


Leyes De Morgan. 

a Lpag=-pv-q b) 
Leyes del Condicional. 

a) ps q=-pvq b) 


Las Leyes del Bicondicional.- 


a) (pes q=(p—> ga (gq— p) 
b) (pesqg=(pagvltpv-sg 
Leyes De La Absorción. 

a) pa(pvg=p b 
o pv(pag=p d 


Leyes De Transposición. 
a ps qe=a=p 
Leyes De Exportación. 

a (pags r=pS (q—s 1) 


b) 


(pv qD=-pa-q 


+(P—> QD=pa-q 


praC-pvqo=pag 


Pv(-pag=pvg 


(pes ge-ges-p 


(DAP ALAP) SS rE=(prADo ALAPD)—P, — SD) 


Elementos Neutros para la Conjunción y Disyunción. 


a) 


pAV=p. V neutro de la conjunción. 


b) pvF=p, F neutro de la Disyunción. 


También: 


a) (pvgAaltpv-g=p b) 


(PAgDpvipA-g=Pp 


Estas Leyes son muy útiles para simplificar los problemas, puesto 


que es válido reemplazar una proposición por su equivalente sin 


alterar el resultado. 
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Ejemplo.-  Simplificar las proposiciones siguientes aplicando las leyes lógicas. 


Kpv-DAg— p 
Solución 


pv-Ddag)-—p =-Ipv-gagivp 
=[(pv-gv-glvp 
=[(pv-qglv(pv-g) 
=pv-q 


A(pAg)—> -ql v q 
Solución 


+AÀL(psag)— -gvga=[-(paga-(-qlva por (7b) 


[(psag)v(-qlva por (6a) 


[paga L(-qlvq por (6b) 
=IC-pv-gagva=qv(kc-pv-gag) por(3b) 
=qvIga(-pv -al =q por(9b) 

Comprobar que las tres proposiciones siguientes son equivalentes: 

a) -Ilgv-pv(gatrv-pol 

b) (pa-qdal-gv(rvp) 

o (gpa do-—"-(hs do 

Determinar si (a) y (b) son proposiciones equivalentes: 

a) ps (rv-qg) 

b (gq—>S -pv(t-r— —p) 


Dejamos el desarrollo de este ejercicio ai lector. 


Lógica 
(OD ucpag— qr -nia-q 
Solución 
[PDA qd) — (A DA -q= [(-p)n q)— Fla —q 
=[-((Cpn q) vFla-q 
=[(pv-qg)v F]n-q 
=(pv-qgaA-qg=-q 
Ejemplo.- Determinar si a) y b) son proposiciones equivalentes: 


a) ps (rv -qg) bo (g—> -p)vt-r—s -p) 


Solución 


Determinaremos la equivalencia mediante la tabla de verdad. 


pao 
V V V V 






>> cPv6r— -P) 

















o mi mm << 
m<mnm<m<m 
tio Ras 
ce c<<am « 


A Idénticos A 


Otra manera es mediante la simplificación. 
a) pst(rv-g=(-p)v(rv-g) «= (1) 
» (q puts) = (q ven) vt vp) 

=(-qv(-pv-p)vr 

=(-g)v(p)vr 

=(-p)v(rv-g) css (2) 


Luego de (1) y (2) se tiene: a) =b) 
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Al proceso de pasar de un conjunto de premisas a una conclusión se denomina inferencia 


lógica o Argumento lógico. 
La inferencia lógica es una condicional de la forma: 

(DAP ALAP)—Sg .. (OL) 
donde las proposiciones p,,P>,.... Pp, son Ilamadas premisas y que originan como 


consecuencia otra proposición q Ilamada conclusión. 


OBSERVACIÓN.- Una inferencia lógica puede ser una tautología, una contingencia o 


una contradicción y por lo tanto se tiene: 
(1) Si la condicional (0) es una tautología se denomina argumento válido o inferencia 
válida. 
(2) Si la condicional (0t) no es una tautología se denomina FALACIA. 


Ahora veremos como se determina el valor de verdad de un argumento lógico. 


1.15. DEFINICIÓN.- 


El argumento (0) es verdadero si q es verdadero cuándo todas las premisas p,, P2,---» Ph 
son verdaderos, en cualquier otro caso el argumento (0) es falso. 


NOTACIÓN.- También el argumento (0) se denota por: 
Pr; P2.--» PP, ——9 ... (B) 


Ejemplo.- Determinar si pv q es una consecuencia válida de -p—>-g,-q—>r, —r 
Solución 
En este problema las premisas -p — -q, -gq—> r, -T y la conclusión es p v q, por lo 


tanto se debe demostrar que (-p—S -DA (-gS DA -T—S pv q es una 


tautologia. 
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ps Datas n) A [1—> (pv gl] 


vem << <a 









o TS E GS S&S 
o Ss MS 





q em me 


Es una tautologia 
Como es una tautología es una inferencia válida. 


1.16. TEOREMA.- 


Si el argumento (0) es válida y las premisas p,, P;....,P, Son verdaderas, entonces la 
conclusión q es verdadera. 

Demostración 
Si el argumento (0) es válido, la condicional p, A Pp; 4...A Pp, ——S24q es una tautología 
en que (pj; A Pp A...A Pp) es verdadera (puesto que cada p,, p.,.... Pp, Son verdaderos) 


de donde se tiene que la única posibilidad para la conclusión q es que sea verdadera, pues 
si fuese falsa, la condicional seria falsa y la inferencia no seria válida, contradiciendo la 
hipótesis. 

OBSERVACIÓN.- Una inferencia no se modifica si una o varias de las proposiciones 


componentes pj, P>.--., P,» q se reemplaza por otra u otras que sean equivalentes. 


NOTACIÓN.- Al argumento (PAP) A--A Pi)—>9, también se denota en la 


forma siguiente: 
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Ejemplo.- Demostrar que el argumento es válido. 
p 
P-—249 
q 
Solución 


Se debe demostrar que la condicional 

[pA(p—S q] —> q es una uióiagia 

[ps(P— dq =lpa(p— glvq 
=[-pv(p— glvg 
=(pvgv-pva) 


=(-pvg)v(pa-g) 
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=(pa-g)v(pna-g=V es tautologia 


También puede haberse demostrado con la tabla de verdad. 





1.17. INFERENCIAS VÁLIDAS NOTABLES.- 


(1) Ley De Módus Pones.- pS Dagl=>q 
también se simboliza ps q 
Pp 
- q 


e) 


Ley De Módus Tollens.- p—S 9) 4 (-q] = (-p) 


también se simboliza p—S q 
-q 
E sp 
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(3) Ley Del Silogismo Hipotético. (p—> ga (g—> n]5 (p—s 1) 


También se simboliza: p—S q 
q—>s 
ps 


(4) Ley Del Silogismo Disyuntivo. [(pvg)a(-pl=>aq 
También se simboliza: pvq 
aii, 
= 
(5) Ley Del Dilema Constructivo. [(p—>s> 9)a(t—s s)a(pvn]>(gvs) 


También se simboliza: P—> q 
Is 
pvr 

qvs 


(6) Ley De Simplificación. 
a) paqg>p b) paqg>q 


También se simboliza: 
Pp p 


q 
de -. p E 


1.18. EL MÉTODO ABREVIADO.- 


El desarrollo de la tabla de valores de la inferenciã (p, A Pp; A...A Pi) —>g es muy 


laborioso cuando se desea saber su validez, esto se puede evitar mediante el “método 


abreviado” que es fácil de manejar y de gran precisión. 


El método abreviado consiste en analizar la única posibilidad de ser faisa la 


implicación p— q, es decir: 
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O sea que la implicación es falsa F sólo cuando el antecedente es verdadero V y el 


consecuente falsa F. 


Ahora haremos un análisis a la inferencia. (DpjAP24A-AP)—>g9 


mediante los siguientes pasos: 


1º 


3º 


Asignar el valor de verdad V a cada una de las premisas p,, P2,--, Pp Y falso Fa la 
conclusión, como el antecedente es verdadero y por ser una conjunción n premisas 


entonces cada premisa py, P2.---, Pp €s verdadera es decir: 


(DIA Pa AA Pj) ———S q 
np 


V (PD) E 
ER 1 TR 


Deducir el valor de cada una de las variables proporcionales teniendo en cuenta las 


reglas A, v, —», — que se pueden presentar en cada premisa. 


Si cada una de las variables proporcionales tiene un sólo valor, entonces la 
inferencia no es válida, es decir no hay implicación puesto que la conjunción de 


premisas es V y la conclusión es F. 


Si una variable proporcional llega tener dos valores a la vez (V y F), entonces 
quedará demostrado que no es posible que la conjunción de premisas es V y la 


conclusión es F, por lo tanto hay implicación y la inferencia es válida. 


Ejemplo. Analizar la inferencia [(p—>q) A (r—>-s) A (-q v -8)]— (-p v —1) 


Solución 


E=+>9 4 (r >> ss gv > (-pv =) 


v v Y ] 
V V V ] ] 
4 h4 v 
V E) F 


Lógica 


Analizando la conclusión (-p v —r) 


= F V 
de donde plo > Is o 


=res F resV 


ahora analizaremos cada premisa 


p q dedonde pesV 
VA ' ç V ges V 


RR -s dedonde resV 
VA A V -ses V entonces S es F. 


-q v s de donde — q es V 


+ ses F entonces qes F 
V F 


como se puede apreciar que q es V por una parte y q es F por otra parte, lo cual es una 
contradicción por lo tanto la inferencia es válida. 


“Ejemplo.-  Analizar la inferencia (pq) A CpS DA (pv pI (pv o) 
Solución 


p— Da(l-p— DAt(p Rs E (pv tr) 


| 
A dA aa 
dao AM V Es W v 
v (E F 


Analizando la conclusión pvr 


pes F ú 
po & r de donde 


Eta F 


res F 
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Ahora analizamos cada una de las premisas. 


p———>s q dedonde p esF 


V 
0 v tv qes 


-p———s r dedonde -pesF entonces pes V 
AX fr 
como podemos apreciar pesF por una parte 


pes V por otra parte 


lo cual es una contradicción, por lo tanto la inferencia es válida. 


Ejemplo.- Analizar la inferencia: [(-p > (gv) s(r—s 8)]) — (s— -p) 


Solución 


C-pesSsGCavDar—sSs 9) ———sS (s—> -p) 
| 


i 


Í |] 
º v | 
v V y Y 
dg 
v (E) F 


Analizando la conclusión s — -p 
sesV 
s——— -p de donde Pp entonces pes V 


=pes 
E is 


Ahora analizamos cada una de las premisas. 


ER v 


[4 Iê de donde t! ' entonces 


EE: 
EE: 
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r-——— > s de donde 


ses F 
À y Ir 


Como se tiene una contradicción. Luego la inferencia no tiene validez. 


1.19. MÉTODOS DE DEMOSTRACIÓN.- 


En la demostración de teoremas y proposiciones que se presentan en el álgebra y el 
análisis se aplican ordenadamente los pasos lógicos agotando todas las premisas 
(antecedentes o hipótesis) para verificar la conclusión (consecuente o tesis). 

Existen dos formas o métodos de demostración matemática, la directa y la indirecta. 


1.20. FORMA O MÉTODO DIRECTO DE DEMOSTRACIÓN.- 


En la tabla de verdad de la implicación p— q. 





Si p es falso, la proposición p — q es válida cualguiera que sea el valor de q. entonces 
no se tendrá nada que demostrar, es decir que interesan los casos de antecedente 
verdadero. 


Sí a partir de la verdad de p o de un conjunto de premisas de la forma. 
(DAP AAPi)—S4 ve. (1) 


se deduce la verdad de la conclusión de q, se dice que se ha usado una demostración 
directa. 


Ejemplo.- Mediante el método directo comprobar la validez de la inferencia lógica. 
[-pa(tpv o] — q 
Soiución 
-pa(pvol— q=-I-pa(pvglva 
=Ipv-(pvqlva 
=(pvq)v pv a) 


V 
= tautología. 
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1.21. FORMA O MÉTODO INDIRECTO DE DEMOSTRACIÓN.- 


A esta forma de demostración también se denomina demostración por contradicción o por 
reducción al absurdo, este método consiste es negar la conclusión q y considerarla como 
una premisa, y a una de las premisas p,, p,..-., Pp, negarla digamos a p, y construir el 


siguiente argumento lógico 


(9) Apa 4...Apo)—S— Pi ves (2) 


ahora probaremos que el argumento lógico(2) es equivalente al argumento lógico (1). 


(9) np2n...A Pp) Pp =+-q Ap2 A..A Palv— py 
=lgqv-pv.v-palv-p 
=[-pv-pov..v-p.]vaq 
=-[pApPon. Apa Ivq 


=(pAPoA..nPp,)—q (argumento 1) 


1.22. DEFINICIÓN.- 


Cuando en una demostración se emplea el argumento lógico (2) se dice que se está 
aplicando el método indirecto o método por reducción al absurdo. 
Ejemplo.- Por el método indirecto comprobar la validez a la inferencia lógica siguiente: 
[-pa(pvo]— q 
Solución 


Negaremos la conclusión q y la consideremos como premisa y negaremos a la premisa -p 


y considerarla como conclusión. 


Lógica 


Po) 


Dater) p=Il-gDatpvolvp 


=[gv-(pvglvp 


=(pvgv-(pvag) 
No —— 


V 


= tautología 


Ejemplo.- Probar que él número 42 no es racional. 


Solución 


La comprobación lo haremos por el método de reducción al absurdo. 


lro. 


2do. 


Io. 


dto. 


Sto. 


óto. 


7mo. 


8vo. 


9no. 


10mo. 


Suponemos que 42 es racional. 


Ê s 4 Ê m 
Si V2 esracional > 3Im,ne Z prímos entre sítal que V2=—. 
n 


gd? s 1. vm em «e. (0) 


Como m? =2n? ,connentero > m? es par, por lo tanto m es par. 


Como mespar > m=2k, para algún k entero. 
Reemplazando en (0) se tiene: 4k? =2nº > nº=2%? 
Como nº=2k? > nº? es par, por lo tanto n es par. 


Como nes par > n= 2], para algún | entero. 


De 5to. y 8vo. se tiene m=2k,n=21 de donde my n tiene un factor común 2, 


lo cual contradice a la hipótesis de que m y n son prímos entre sí. 


Conclusión, por lo tanto V2 no es racional. 
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1.23. CIRCUITOS LÓGICOS.- 


A un ensamblaje de interruptores automáticos que permiten el paso de la corriente 


eléctrica o la interrumpen de denomina circuitos eléctricos. 


A un interruptor se puede representar por medio de una proposición p y viceversa, de tal 
manera que el valor de verdad de la proposición p se identifique con el “paso de la 
corriente” en este caso se dice que el “circuito está cerrado” y cuando el valor es “falso” 


con la interrupción de la corriente en este caso se dice que el circuito está abierto. 


+ Pp >>> y>——O P-————o 
Circuito cerrado Circuito Abierto 
(pasa corriente V) (no pasa corriente F) 


OBSERVACIÓN.- Para disefiar los circuitos eléctricos, se usa la siguiente notación. 
ÉI 1 indica “pasa corriente” 
El O indica “no pasa corriente” 


Luego en circuitos eléctricos se usan como notación. 
“El 1 en lugar de V” 


“EL O en lugar de F” 


En el diseio de esquemas de circuitos eléctricos para representar a proposiciones 


compuestas y viceversa consideramos dos clases de instalaciones, en serie y en paralelo. 


1.24. DISENO DE CIRCUITOS ELÉCTRICOS EN SERIE.- 


Consideremos dos interruptores p y q conectados en serie. 


p—-—»——>— q so 


Pasa corriente 
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Se observa que este circuito admite paso de corriente cuando estos dos interruptores p y q 
están cerrados, en cualquier otro caso no hay paso de corriente, es decir ésta situación 


corresponde a la tabla de verdad de la conjunción p y q. 


cc Ao AA 
ERKSTO.. 


En la tabla de verdad se observa que basta que uno de los interruptores esté abierto “O” 


para que no circule la corriente en todo el circuito. 


=" fe 


A la expresión p Aq se le Ilama la “Función Booleana del circuito en serie”. 


Foo) 
O a 


1.25. DISENO DE CIRCUITOS ELÉCTRICOS EN PARALELO.- 








Consideremos dos interruptores p y q instalados en paralelo. 


q pasa corriente 


Se observa en el circuito para que circule corriente es suficiente que alguno de los 


+ 


interruptores o ambos p o q esté cerrado “Il” y no hay paso de corriente si ambos 
interruptores están abiertos (ambos con el valor “0”. 


Este circuito corresponde a la tabla de verdad de la disyunción pv qg, es decir: 
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pe o pp 


A la expresión pv q se denomina la función Booleana del circuito en paralelo. 


q no pasa corriente 


NOTACIÓN.- A un interruptor p representaremos simplemente como 


o—>—>—— ps 
Ejemplo.- 


PAq > pd 


«AD 


OBSERVACIÓN.- A una tautologíia se representa mediante un circuito siempre 
cerrado (donde la corriente siempre está circulando). En las computadoras no son de 
utilidad. 

Ejemplos.- 

Construir el circuito lógico de las funciones Booleanas. 

a pq 


Solución 
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me 


p-—>s q=-pvq (paralelo) 


bb (pvgar 
Solución 
p 
pvq esen paralelo 
q 
p 
(Ppvg) Ar esen serie p====ô 
q 
(2) Describir simbólicamente el circuito. 
r 
À Se po 
a ER o 
q—————— = 
Solución 


r 
en paralelo r v —q 
-Q 
r 
-Q 
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[pat v-m)]v(iga-r) 


Determinar la menor expresión que representa al circuito dado: 


Solución 
[pv(gvlt-ga-p)a-p=lpv(igv Lav pa-p 
=[(pv)v-(pvqla-p 
=I(pvqdn-plvi(pvqn-p=[-pagivi-pa-ga-p) 
[-paglvi-pa-gl=[-pagv-plalt-pag)v-al 
-pal-qv-p=-[pv(gvplv-p 


(4) Determinar el circuito lógico que representa el esquema molecular. —“[p— -(q v 1)] 
Solución 


Ap L(qvnl=-[-pv(gvn] =pa(gvr 
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1.26. LÓGICA CUANTIFICACIONAL.- 


FUNCIÓN PROPOSICIONAL.- 


A todo enunciado abierto de la forma P(x) se denomina función proposicional la cual 
tiene la propiedad de convertirse en una proposición al ser sustituido la variable x por una 
constante “a” especifica. al conjunto de todos los valores convenidos para la variable x se 


denoniina dominio de la variable. 


De acuerdo a la definición de enunciado abierto, la función proposicional sobre D es toda 


expresión P(x) donde P(a) es verdadero o falso para todo a e D. 


Ejemplo.- P(x)=x + 1<9,six pertenece al conjunto de los enteros, entonces P(x) es 
una función proposicional cuyo dominio es los enteros. 
Six=2€Z, -2+1<9 es verdadero 
x=10€e Z. 10+1<9 es falso 


por lo tanto P(x) es una función proposicional. 


1.27. CUANTIFICADORES EXISTENCIAL Y UNIVERSAL.- 


Se ha visto un método que nos permite que a partir de una función proposicional P(x) se 
puede obtener proposiciones, sin embargo se tiene otro método completamente distinto 
que permite obtener proposiciones a partir de una función proposicional, dicho método es 
llamado cuantificadores. 


Ejemplo.- Sea la función proposicional P(x): x es un número prímo ae. (1) 


Sia la función proposicional le anteponemos “para todo x” se obtiene: 


“para todo x, x es un número prímo” sesi(Z) 


La frase “para todo x” se denomina el cuantificador universal y se simboliza por: V x 


que se lee para todo x. 
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Luego (2) se puede escribir en la forma. WV x: x es un número primo cos (3) 
aclarando (1) es una función proposicional 
(3) es una proposición. 
A un cuantificador universal puede ser reemplazado por: 
Vx: P(x) 0 Vx/p(x) ó (V x) (PG)) 
y en todas estas notaciones, se lee “para todo x, tal que se verifica P(x)” es decir: 


V se lee “para todo” 


El cuantificador El cuantificado 
x io RÉ) 
Notación: Vx 1! P(s) 
(Vx) (P(x) 


Ejemplo.- Vx: x+4=x 


El cuantificador universal no es el único cuantificador que permite obtener proposiciones 


a partir de funciones proposicionales, existe otro Ilamado cuantificador existencial. 


Sí en (1) P(x): x es un número prímo antes ponemos la frase “existe x tal que” es nuevo 


cuantificador, se obtiene: 
“Existe x tal que x es un número prímo” ..- (4) 


Al cuantificador existencial x “existe x tal que” se simboliza 3 x, de donde (4) se escribe 
3x: x es un número prímo co (5) 


un cuantificador existencial puede ser representado por 3 x: P(x) o 3 x/P(x) o (3x) (P(x)) 


y en todas éstas notaciones se lee: 


“Existe por lo menos un x, tal que se verifique P(x)” es decir: à se lee existe 
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El cuantificador El cuantificado 


3x: P(x) 
Notación +4Ix/ P(x) 
(x XPO)) 


Ejemplo.- Sea el conjunto A = [-2,-1,2,3.4) se tiene: 
3xe A: x?-2x=8 
Jxe Al x?-2x=8 


(Ixe AX? —2x=8) 


La negácion 
-[V x: PO)]=3x:- P6o) 


“(3 x:PO)]=Vx:-P() 
-[Vxe A:P(g)]=Ixe A:-P(x) 





Ixe A:P(x) -[dxe A:Pwyl=Vxe A:-P(x) 
Ejemplo.- 'Negarla proposición, Vxe N/x+3>5 
Solución 


-[VxeN/x+3>5]=Ixe N/x+3<5 


Ejemplos.- Negar cada una de las siguientes proposiciones si el conjunto de referencia 


es los reales R. 
(V XXI yÍPO) — (q) — 100)] 
(OI ya 2) [Ply) — q00) A r(z)] 


3 xXV ya 2A-«(PO) — q6y) v r(2)] 


0000 


WI yr D-(rix) v -POD) v q(2)] 
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Solución 
AV PPC) —> (gy) — r00)] = (E xXV yPOO A (q) —> r69)] 
= (3 xXV yPCO A (ql) A —r(x)] 
AV A A y XP) — (00) A r(z)) = (3 xXV yXV 2)0PlOy) A (6) A r(z))] 


= (1 xXV yXV 2)P(x,y) À (-a(x) v —r(2))] 
<A xXV ya DILPO) — q) v r(2)] = (V 2 yXV DIPOO) —> q(y)) A —(2)] 


AV XXI yV 24-(rtx) v POD) v q(z)] = (1 x XV yXA 2)rto v plo) A —atz)] 





Determinar el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones: 
a) Sí 5+4=1l1, entonces 6+6= 12 
Solución 


Es verdadera puesto que el antecedente es falso mientras que el consecuente es verdadero. 


b) Noesverdad que 3+3=7 síysolosí 5+5=12 
Solución 


Es falso puesto que se está negando una proposición verdadera. 


c) Lima está en Chile o La Paz está en Ecuador. 
Solución 
Es falso puesto que ambas componentes son falsas 
d) Noesverdad que 2+2=5 oque 3+1=4 
Solución 


Es falso puesto que se está negando una proposición verdadera. 
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a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


g) 
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Determinar el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones: 


4+8=12y9-4=5 


Solución 
Es verdadera V, porque es una conjunción cuyas dos proposiciones son verdaderas. 
8+4=12y8-3=2 

Solución 
Es falso F, puesto que es una conjunción con una proposición simple falsa. 


8+4=1207-2=3 
Solución 


Es verdadera V, puesto que es una disyunción con una proposición simple 
verdadera. 


La UNMSM está en Arequipa o está en Lima. 
Solución 


Es verdadera V, puesto que es una disyunción exclusiva con una proposición simple 
verdadera. 


La UNI está en Lima o está en Trujillo. 
Solución 
Es verdadera V, puesto que es una disyunción exclusiva con una proposición simple 


verdadera. 


Sí 5+2=7,entonces 3+6=9 


Solución 


Es verdadera V, puesto que es una implicación con las dos proposiciones simples - 
verdaderas. 
Sí 4+3=2, entonces 5+5= 10 

Solución 


Es verdadera V, por ser una implicación en donde el antecedente es falso F, y el 


consecuente es verdadero V de dos proposiciones simples. 
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h) Si4+5=9,entonces 3+1=2 
Es falso F, puesto que de una proposición verdadera V no puede implicar una 


proposición falsa F. 


D Si7+3=4,entonces 11-7=9 
Solución 


Es verdadera V, puesto que las proposiciones que intervienen en la implicación son falsas. 


(3) Evaluar la tabla de verdad de la proposición compuesta. -(p A q) > (-p v —q) 


Solución 


PE [EsSES va 
VIV E V V 






F V 
F 
F 
Rios io v Fl 
(4) Construir la tabla de verdad de la siguiente proposición: 


+A=|pv (-q—p)] v lp e =0)5=> (q0=p)] 
Solución 
Primero simplificaremos la proposición por la ley de Morgan: 


=p v (-qg—> pla [(p —> -q)—> (g A -p)]) de donde se tiene: 


fp v (-q—>S> PIA [lp > —-q)—> (ga —p)] 


Pa jp v Cas plair Sa) —> (gn pl 











Lógica 
(5) Determinar la proposición [((-p) v q) A -q] — —p es una tautologia. 
Solución 
WoW 4 Es una tautologia 
(6) Verificar que las siguientes proposiciones son contradicciones: 
a) (praqd)aLpva) b +“Lpv(t-pv-d] 
Solución 
EE FREE: -(pvq]|- Ip v Cpv-g) 
RSRS. / Pp” 
Contradicción Contradicción 
(7) Demostrar que las proposiciones dada es una tautología: [(pv-g)A q)— p 
Solución 
pre pv-DA q >> p 
V 





Es una tautologia 
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Verificar que la proposición dada es una contingencia [-pa (qvnl > [lp vo A dg) 


Solución 





















pia jr Ibp a qvnleslpvo À 

VIV IV F F V F VEM V 
V [Vo E FRE V F VEM V 
VIE |M FE V V V BMER F 
VIF IF FERE F V VIM F 
FIV IV Vo v V V VV v 
FIV IF Vo v V FE FHE Vv 
F |E |V Vo v V F VoF F 
F |F JE V E F V F MES F 

cid ag | 


Es una contingencia 


Determinar si las proposiciones [p—s (rv -q)) y Kg — -p) v (-r— —p)] son 


equivalentes. 











Solución 
PE PES CGSN 
VIV IV V V V 
V F F 
F V V 
F V V 
V V V 
V V V 
F V V 
F V V 
4 ===" =. Idénticas mi 


Por lo tanto son equivalentes es decir: [p—> (r v -q))= [l(g— =p) v (-r—> -p)] 


Determinar si las proposiciones [(-p v q) v(=rA -p)] y -q-— - p son equivalentes. 


Solución 
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PJ [covaver=ai 





<, 
< 


Meme mam a 





Piccccmm< < 


le 


--- Idénticas --- 
Por lo tanto son equivalentes es decir: (-pv q) v(-ra-p=-"q—> - p 
(11) Determinar los esquemas más simples de la proposición: [-(pna)— -glvp 
Solución 
AÀ-(pag)—> -g]v p por la condicional 


“I(L(PpAq)v-q]vp por la negación 


“[Kpagqv-gvp por conmutatividad en la conjunción 

-“[-av(pagivp por absorción 

-[-gvp]vp por Morgan 

(-pagvp por absorción 

pvq “+A(pagy—S “qlvp=pvaq 
(2) De la falsedad de la proposición: (p— -q) v (-r— s) determinar el valor de verdad 


de los esquemas moleculares 
a) (-pa-g)v-q b) (Crvg)es(tgqvnas 


co) (pS q) (pvga-q 


Solución 
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Determinaremos el valor de verdad de p, q, ry s 


F falso 









(Pp Dvtri—SS) 





por la disyunción 


por implicación 


pesV y -qesF 


por negación 


PesV y qesV 


por implicación 


por negación 








Por lo tanto: pesV, qesV, resF, sesF 

8 (Cpa-gv-q b) Crvg)e-s(-gvrnas 
44.0 ivo virs! 

Fi Fil ViV do FrFti 

] ] « À ; ] va 

A ' 1 Y iy 
F 1 F 1 Fr F 

+ vo é 

El valor de verdad es F F ; F 


El valor verdad V 


o) 
Na” 
e 
q 
O 
St 

- 

t 
a) 


me----- 


<e-- 
mM 4--=======5> 


El valor de verdad es F 


(3) El valor de verdad de: [(-pvg v(r—s qa [K-p v q)—> (q A -p)] es verdadera. 
Hallar el valor de verdad de p, q, y 1 


Solución 


“(-pvrovit—s glalc-pvo)-—> (qa -p)] esV 


por conjunción 
Mp v q) v(r— q)] es V [pv D)— (gA —p)] es V 
por negación por implicación 
(GA=p SF 
por disyunción por disyunción por conjunción 
qEEy PSF 
por disyunción por implicación por negación 


-pesFyqesF resV y gesF qgesF y pesV 


por negación 


pesV y gesF 


por lo tanto el valor de verdad de 4qgesF 
res V 


pesV 


Se sabe que pa q yq — t son falsas, determinar el valor de verdad de los esquemas 
moleculares siguientes: 
a) (Cpvbv-cq b) “ps(-qgv-p)l 
o posa +Agad] SI-pvíga-D] 
Solución 
Determinaremos el valor de verdad de las proposiciones p, q, L 


(PADA(g—S t) esF 


por la conjunción 







por implicación 


qesV y tesF 


por conjunción 


pesF y qesV 
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porlotantopesF, qesV y tes F 


a) (-pvDv-q b) “Lpa(-qv-p)) 
pit PALopi + 
Vi Fi | RR EA 
Dt Ts ip O 
VIE BR 
Y Voy 
el valor de verdad es V Ç F 
+ 
El valor de verdad es V 
c) Up —> q) A (qn Die [=p v (qa —D] 
pi videira vir 
Do eae ML 
! A Vo vi *w 
! Ei E . MS 
+ RR; ; ! 
vo iv 
+ ! + 
V V 
v 


El valor de verdad es V 


Si la proposición (-p À q) —> (-s v 1) es falsa. Determinar cuál de las proposiciones 
son verdaderas: 
a Lp 9] b) (pagaltrvoas] 


o) [pv-gaplv-q 
Solución 


Determinaremos los valores de p, q, r, s 


(-pag)—s (-svr) esF 


por implicación 






por disyunción 


por negación 







por conjunción 


-pesV y qesV 


por negación 


pesF y qesV 
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pesF.gesV 


por lo tanto 
sesV,resF 


a) 


cm 
sm, 


Up Q)——4] b) [-paglalt-rvoas] 
Cao ARARAS 
eo povivi vi ri! 
' + Voy ! + os + iv 
! vV LF ! Vo vo iv 
v v + 
f F E ' v 
El valor de verdad es V EE El valor de verdad F 
o [pv-gaplv-q 
vivia 
FLFiidos 
voy: 
F 1F : 
+ v 
F 1! F 
v 


[] 


Fl El valor de verdad es F 


Por lo tanto únicamente es verdadero la a) 


Determinar el esquema más simple de la proposición [(pay)v(pa-qIv(-pa-q) 
Solución 
PAQDVIPA-q]]v(-pa-gq) por distribución respecto a A 
PpADvPACpAg v-q)v (-pA-q) por absorción 
[pAaGCqavplv(-pa-g por conmutatividad en v 
lpatpv-g]v(-pa-g) por absorción 
pv(-pa-qg | porabsorción 
pv-q 


portotanto [(pag)v(pa -QIv(-pa-g=pv-q 
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Hallar la proposición equivalente más simplificada del siguiente circuito lógico. 


mm p -p 
E q 


Solución 

La fimción booleana dei circuito dado es: [pvav(-pa-qlalt-pv gap] 
Simplificando la proposición obtenida se tiene: 
Kpvo)v-pa-gia [-pv qa pl distribuidad respecto a A 
pvav-patpvav-glal-pv gap] distribuida respecto a v 
(VAVAIPA-Dv(rAdg] por equivalencias 
ValFvipag]=Vv(pag=pag 
Por lo tanto la equivalenciaes: [pvav(-pa-glvi(-pvqgAaApl=paq 
por lo tanto el circuito simplificado equivalente es: 

o p————————— q -—o 


Determinar la menor expresión que representa al circuito dado: 


p 
= 


Solución 
La función booleana del circuito dado es: [pv(-ga-p)vaga-p 


ahora simplificamos la proposición obtenida 
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lpv(-qga-p)vga-p=ipvav-pla-p 
=[(pv-gvagla-p 
=(VvgA-p=qA-p 


Determinar la menor expresión que representa al circuito dado: 


a = 
a ai 
É = 
q 
Solución 
La función booleana del circuito dado es: K-pa-g) v(pa(-pv q)] 
ahora simplificando la proposición obtenida 


-pra-mvipatpval=icpa-gatpagi=pe-q 


Determinar la menor expresión que representa el circuito dado: 


E a > 


Solución 





La función booleana del circuito dado es: (pvgD)al-ga(rv-g)vipaglar 

simplificando la proposición obtenida 

(pvonle-gatrv-a)vipagiar=(pvgal-gvuigaplar 
=(pvqal-qvplar 
=[pv(ga-q]ar 


=(pvFPjar=par 


48 


6) 


Eduardo Espinoza Ramos 


Determinar los circuitos lógicos que representan los sigulentes esquemas moleculares. 


a) 


b) 


e) 


“Ap —> «gv D] 
Solución 


Simplificando se tiene: q 
Ap—>> +qvnl=-[-pv(gvn] €—P - — 
. r 
É =pa(gvr) 


Cp) > (p— -q9) 


Solución 


CD esp -g=(-p es (Cpv-g 


-p 
=(-pa(-pv-gv(pa(pag) 
=(-p)v(p) 
p 
PpvyS [Cpvy)— (pa gl 
Solución 
pros Iepvrvys (paqgl=+Apvrovi-lC-pvovipag] 
=-(pvovilpa-g)vipadl 
=(-pa-g) vp 


=(pv-qg) 


p 


-Q 


Lógica 
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1.30. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


(1) Determinar cuáles de los siguientes enunciados son proposiciones: 
a) 5+7=16-4 b) 3x6=15+1y4-2%23x5 
c) ;Elsilencio es fundamental para estudiar? 
d) jEstudia lógica simbólica! 
e)  Nosotros estudiamos en la Universidad Peruana. 
f) Los hombres no pueden vivir sin oxígeno. 
g) Arriba Callao! 
h) 5+x=7 D 2+x%H3+x 
(2) Determine cuáles de los siguientes enunciados son enunciados abiertos: 
a) x es hermano de y b) 28<15 
oO x+y+z*l d) 9x+3>12 
e) Tenga calma, no se impaciente 
g) xes ingeniero y Juan es matemático. 
h) La UNAC sobresalió en el deporte en el 2000. 
G) «Cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cuáles son falsas? 
a) Si 3+3=6,entonces 4=4 
b) Si5(7)=35, entonces 10-3=13 
co Sil9-7=3, entonces 4(5 + 3) = 32 
d) Si 2=3 entonces 8 es un número prímo. 
e) Si 37) es un número natural, entonces 17 es un número prímo. 


Lj) 


Si x=2,entonces 3x=6 
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Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 

a) (3+5=8)v(5-3=4) b G+8=1Dv(7-3>1) 

co) (5-3=8)-5(1-7=6) d) (4+46=9) 5 (5-2=4) 
Dados las siguientes proposiciones: p: 5 > 10 

q: si x? +1=0 , entonces x es un número real 

r: “El punto medio de un segmento, equidista de los extremos del segmento” 

tt Sí x+3=0, entonces x=-3 

Hallar el valor de verdad de las siguientes proposiciones. 

a pay) Ha b pes g)— [atlv(pvr) 


Si PQ): x?-16=0: q(x): x—-12=0, r(x): x? >9.. Hallar el valor de verdad de: 


a) [pq] (4) 

b) [-p(4) — r(5)] v —a(4) 

o PDA Pp) —S (O) v p(3)] — I-(P(Z) v q02)] 

Si PQ): x) =27; q): x? =9; r(x): x<10. Hallar el valor de verdad de: 

a) (P(D)— q(12)] —> [r(-3) v —r(3)] 

b) [p(0) A -aC-D] v [r(-5) — (r(-6) v r(0)] 

eo) [p(3) v pl) > (2) A -q03)D] = [-903) v —p(-3)] 

Construir la tabla de verdad de las siguientes proposiciones: 

a) (PpeS-ges (g—p) b) (pa-g)—> (cpvg) 
o lpvmDatpvyolanlia— pa (av po d) Lpv-ga(l-pvr) 


eo Lpat-ga-s pla (pes -g)—> (q v-p)] 
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Construir la tabla de verdad de las siguientes proposiciones: 


a (PapvCpD>(pva) b (p>qg>r 
o P>0=>(q=p) dd Cv (ta>-p) 
eo (pAaDS>(-qvr) D (pagvro (-pv-ga(l-r) 


Hallar las tablas de verdad de las siguientes proposiciones: 

a p—(pv-qg) b) Kpv-g)— (g— p)] 
oO Ipvga—-s naltpvnes-g d) Alpagy— -qgvp 
o dlpS qgvig—s D— (> p)) 

Deducir el valor de verdad de: 

a (ps) Ilpvga-d] b) Cpa-gv-aq 

o lirvosngesIe-qgvrnas] 

Indicar cuál es la tabla de verdad de cada una de las siguientes proposiciones: 
+A(Pv qa (-pv o] 

Determinar cuál de las siguientes proposiciones son tautología 

a) [pv-gag)—p b) Ipagva eg 
o [pagan es Ipagv-Lpvol 


Por medio de una tabla de valores, establecer, si cada una de los siguientes esquemas 
moleculares es tautología, contingencia o contradictoria. 


TR a bb pv-ga-pla(t-q—p) 
co (ps qges (-q—s —p) 

d) ips (qn) eS [parda] 

o lpsGCg— pila p=) vos p)] 


Db I[-patgv-n es Ilpagv pv] 
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Determinar mediante la tabla de verdad, cuáles de las siguientes proposiciones son: 
tautologías, contradicciones o contingencias. 


b) 


d) 


pv DA -g— p 


“(PVQAp 


Determinar cuáles de las siguientes proposiciones son tautologia, contradicciones y 


b) 


a) (P—S ga (gq— p) 

o “(pvp 

eo lp-s (gas Dlal(gavp) — 1] 
contingencias. 

a A) + [tp] 

o (pvgnres (Panda -(gar 

9 [Ppaga)-—s ses [Pag 18) 


Dadas las proposiciones siguientes: 


a) 


c) 


(pag) es (pv -g) 


pe) E (De =) 


indicar cuál o cuáles es una contradicción 


iAlgunos de las siguientes proposiciones es una tautología? 


b) 


CpvDa(l-g— p) 


(ps 9 es (pv-g) 


Determinar cuál de las siguientes proposiciones son tautologias, contingencias o 


o pv) = =g] = (p=) 

b types qe (pq) 

o Apagvipalpvyo > (p— q) 
contradictorias. 

a) [(pa-galtp—s> D]— (pv -9) 

b) fpv(g—>> Da ltpvo) Sd] 

o [Cpag)—> -]estra-pv-a)] 

dO L(agdvipa(cpv ql) — (p— -q) 
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qCual de las siguientes esquemas no serialan una tautología? 
a) (paqgeo(gvp) b) (Papo (l-pa-g 
oO (paDS(gAp) 9 (PS dS(C-pa-g) 
Determinar la validez del esquema: [-(-pa-)— (pv gs [-(-p v q)) 
«Cuál de las siguientes proposiciones es una tautologia. 
a) (Pagvipat-pvql— (p— —g) 
b) I(pvg)— ql es (p— 9) O (cp ges(peog) 


Construir la tabla de verdad y determinar cuáles son tautología, contradicción o 
contingencia. 


a (p= err ya) 

b ps (qua -lpesrl 

«Cuáles de las siguientes proposiciones es una tautología? 

a (tpagvipatpv ol) E (p— 9) 

b) (pesgest(tpe-sg) o Ipv-dag—p 
d) Aepvy—s qe (tp— q) 

o IpatgvnD es ICpagv+Lpvo) 

Simplificar las siguientes proposiciones: 


a Meg)—s (-qg)]—s [-p) — (-9)]) —s <p Aa q 


b ps 9) v-pla(g— p) eo A[-(-pag)v-qg — [-(p v —q)]) 
9) Cpv-gal-pa(g>p)] eo p>9)>(Pagivipan 
D +L-(payd)>-gvp 9» I-pagd>(9>pPAP 


Simplificar las siguientes proposiciones: 
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a pag) (rA-D]A-q 

b gs -pD)—= C-p—> -gla (pa q) 

o Upsagvtpa-gdiv(-pa-s) d) (pagdvlC-pa-gvp 

o t=>[(p>90>qlal-pa(g=> op) 9 IP>9>-(g>pla(pvg) 
8 [pa-ga(g=>parvp 


Si-l(-pv go v(t—s q A [(-p v q) — (q A —p)] es verdadera, hallar los valores de 
verdad de p. gy r. 


Si la proposición (p — -q) — (r —» -s) es falsa. Hallar el valor de verdad de las 
proposiciones p,g,r,s. 


Si la proposición —(p A q) A (q <—» p) es verdadera; entonces hallar los valores de verdad 
de py q respectivamente. 


Si la proposición (p > -g) v (-r——» s) es falsa. Hallar el valor de verdad de los 
siguientes esquemas moleculares. 

a (p>q9)>I[(pvga-d) b) Crvgeltgvinas] 

oO) (pa-gv-aq 


Determinar el valor de verdad de las proposiciones p y q si se conoce la información 
siguiente: 


a) (pages(pvg) es verdadero b) -(pAqg) es verdadero 


Determinar el valor de verdad de las proposiciones py q si se conoce que el valor de 


verdad del siguiente esquema [(-p > q) > +L(p— -q)] > (p—> 9) es falso. 


Si p y q son verdaderos ;para qué valores de r, el esquema siguiente es 


verdadero? ((—s> Pp &S (-q>r) 


Si se tiene los siguientes datos: p es verdadero; r => —-p es verdadero y w => tes 


verdadero, hallar el valor de verdad de -r y det. 
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Si el esquema (p 4 q) — (p — r) tiene valor de verdad, falso, halla el valor de verdad 
de los esquemas. 
a) Ilpagvigv-n]S(pv-r b (pv-9)=> (rag) 
co -(qvnvipva) 
Si la proposición (=p A q) > [(p A 1) v ] es falsa, hallar el valor veritativo de: 
a +A(pv-g)-— (tv 0] b) (Cqv-nvi-tv(pva] 
o (CpS)S(q>r) 
Si la proposición (p A q) = (q = r) es falsa y se tiene los esquemas moleculares. 
a) Lqvnvipva b) (pv-D>(rAg) 
o lpsagdviga-nestpv-r 
Cuáles son falsas 


Si la proposición (=p A q) => [(p A 17) v t] es falsa. Hallar el valor de verdad de cada una 


de las siguientes proposiciones. 
a (Cp50>(q>9 b) Cga-nvi-ta(pv a] 
o L(-pv-g>(rv-D] 


Sean p.g,r.s,t proposiciones. Si [(-p) A q] => [(r = p) v t] es una proposición falsa, hallar 


el valor de verdad de: +(qgv-r)v-[t=> (-gA p)] 


Si la proposición (-p A ) > (-s v 1) es falsa, de las proposiciones siguientes, cuales son 


verdaderas? 

a L(p>9>r1) b) +Al-pagatrvnlas 

o pv-gdaplvt-g) 

Admitiendo la falsedad de: [pv qvr]=> (MA NA 1. Hallar el valor de verdad de: 

a paM=>(gvNat b Kp>9)>(g> M]e 15 


o dlipvgy—s ADA (q =D) > p—> q) A (q— M)] 
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Admitiendo la falsedad de la proposición: (pa q) = [(r vs) => (t => w)] hallar el valor 
de verdad de: 


a (p>wWa(r>9 b L(paD=>(-s=>p) 

o da=+tvolalp=> +14 wW]) o [p= -q)v-] 

Silla proposición (-p 4 )—> [(p A q) vt] es falsa. Hallar el valor de verdad de: 

a Alpv-q)— (rv o] (p= (age) 
o (Cgv-novi-tatpvg] 

Siqg—>t y pAq son falsas. Determinar el valor de verdad de: 

a) (Cpvv-q b) -“[pa(-qv-p 

o ps galgadles [-pv(ga -D) 

Si la proposición (-p 4 q) — (-s v 1) es falsa, Determinar el valor de verdad de: 
a Lp q)—s 1] b) L(-pagaltrvnas] 
o Ipv-gaplv-aq 


Si la proposición (-p—> q) v (s— -r) es falsa. Determinar el valor de verdad de las 


proposiciones. 


a) L(pvgv-q b) —“pvga-qgi—>(p — q) 
o rs gages I(-qvrnas] 


Si la proposición (q A -p) — [(p 4 1) v t] es falsa, calcular el valor de verdad de la 


proposición: (-p>35 0) (-q—> 1) 


Sabiendo que (q— t) y (PA q) son falsas, determinar el valor de verdad de: 
a) pa(l-qv-p) b Cpvbvs 


oO I-pviga Des ltp—s> gg) Aga] 
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Si el esquema (-p— -g) v (r A q) es falsa, determinar el valor de verdad de: 

a (pq (4-0) b) qo [pesqgar 
Si lts s)At]—s (p v q) es falsa determinar el valor de verdad de: 

a) -rv(-s——s -t) b) pesbDvIga(-rvs)] 
9 IFAJvEs lA(pAn 

Dado los esquemas proposicionales denotados por A, B y € respectivamente: 
A:pes-(gar ; B:-pAT; CC -(pagv-r 

Determinarsi A-——>€C y B—» CC son implicaciones (tautología) 

Si la proposición (-p 4 q) => [(p A 9) v t] es falsa. Hallar el valor de verdad de: 

a “At-pv-g)>(rv-] b) (Cqn-nvitatpvgl 


Si el esquema indicado: [(-pv q) vp > QAt]]Ag es verdadero, indicar el valor de 
verdad de: 


a) p=>q b) tvq co) -qv(tvp) 


Si la proposición [(p v | > (p A q)] es falsa, dar el valor de verdad de las siguientes 


proposiciones. 


a) Iepa-DA(gSD] b) IpvDeC-pv-g) o [lpvDA(pag] 


Si la siguiente proposición lógica -“[(pA q) > (g& (rvs)] es verdadera, hallar los 


valores de verdad de p, 1, q, s. 


De la falsedad de la proposición: (p > -q) v (-r >) determinar el valor de verdad de 


los esquemas moleculares. 
a) (pa-qv-aq b) Crvgeoltavnas o (P5Q)>(pvgma-q 


De la falsedad de (p => -q) v (-r => -s). hallar el valor de verdad de las siguientes 


proposiciones. 


a +L-qvu-s)=-p b) L(ra)y=>(Cp>9) o) p>(q>-"659) 


(E | 2 


O V00O O 


O 
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Hallar los valores de verdad de: p,q.r sz [K-pvg)v(r=> qQ)A[-pv q = (ga -p) 
es falso. 


Sila proposición: [-(p> qQA(-rv s)]=>r es falso, halle los valores de verdad de: p, q 
yT. 


SE -pvl(pad> (re q) es falso, halle el valor de verdad de: [(p> q) vie (p An 
Ssil(p>9)n4])=>Ip a(qvrnl] es falsa, halle los valores de verdad de: p, qyr. 


De la proposición compuesta: -“MpAagany) > s]= (-pvs) se conoce que es falso, 
seriale el valor de: p, q, Ty s. 


Si la proposición “s” es falsa, y el siguiente esquema: (pag) eo [(gq=>nv(pa-ses 


una tautologia, hallar los valores de verdad de p, q y r. 
Demostrar si las siguientes fórmulas son lógicamente equivalentes: 


a) -pag=-(pvg) ' b) pa-p=lpvpeopl 
9) -qvp=(paqg=-po(p>- 

O “(paga-l=+A(C-pa-gda(pvol 

gy Apa=sp E = Pupa) 

Probar que son equivalentes p= qy(-p) v q 

Probar la equivalencia de las siguientes proposiciones: 

a) L(p>q9)y pA(-q b) (pag) y Cpvi-g) 
o) +Lpvq y Cpa-aq d) P>qyq>-Pp 

9 PSqag=ny por 

Demostrar que las bicondicionales siguientes son equivalencias lógicas. 

a) (ps qge(-pva 

b) Ppesgop— qga(g— p) oO) (pagvp op 

d) (pvmapep eo Lp q]Qo(pa-) 
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Determinar el valor de verdad de los siguientes enunciados considerando como universo a 
los números reales, 


a) (VxeR/xº =x) | b) (Ixe R/2x=x) 

co) (IxeR/xº+3x-2=0) d) (IxeR/xº-2x+5=0) 
e) (vxeR/2x+3x=5x) D (IrxeR/2xº+x=15) 
g) (VxeR/x-3<x]) h) (VxeR/x+3<6) 

D (Ixe R/x+3<6) D (VxeR/x?-10<8) 


Evaluar -(L(p v -Q) o (rn p — (Pp A cp sí? p:(Vxe Rixº=1); 
g:(Ixe Q/3xº =x-5); r: 3 xeZix-2x-1=-1, J4=>5) 
Sean las  proposiciones  p: (Vxe 015+x>0). qlIxel/x+0=ãr7]), 


ri: (Vxe Rix? +1=0). Hallar el valor de [(p—s gar] o —q 


De las siguientes proposiciones, hallar el valor de verdad. 

a) (VxeR/|x|=x)nA(Ixe R/x+1 £x) 

b) (IxeR/WX ex)v(-Vxezix+1 4x1) 

oO (-VxeN/|x|20—s(-Ixe Q/|x]=0) 

iCuáles son equivalencias lógicas? 

a L(g— po(gvp) b) [-pr-dv-gesllpvoadl 
o) +Lp-sgoSI(pvqga-d] 

Sea U el conjunto universal y p, q, r las proposiciones: 


U = [-10,9....,80), U C Z (números enteros) ; p:(VxeU, JyeU/x-x? <-2y) 
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q IyeU,VxeU/x-5Sy<3x-y): r: (VzeU IyeV, IxeU/x +y? <2º] 
Evaluar (-pv) S (PA -gq) 


Determinar el valor de cada uno de las siguientes proposiciones: 


a) (IxeZ/xº =>] b) (VxeZ/x-7<x) 
co) (IxeZ/x+5=5] d) (VxeZ/x+8>x] 
e) (Wxe Z/x2 >) DO ([VxeZ/ix+1I=x] 


Si U=([xe R/2<x<10) y p:(VxeU)IyeUÁVie U)l-x-y>-<2z?, 
q: VxeU)BzeUXIze UMx+y<2?), hallar el valor de verdad de (-pv-q) > (pag) 


Si U=(1,2,3,...99), determinar cuáles de los siguientes proposiciones son verdaderos. 
a) [dxeU/x+5=2x) b) (Vxe U/x+1€ U) 

o) (IxeU/|x-8]>5) d) (Vxe U/20-3x £0) 
Hallar el valor de verdad de la fórmula. [(p vg) — (-rv -w] & (q— 1) sí 

p: 3 xe Q/x+3=4243, q Ixel/x+0=7 

rr VxeN/x+25=5, w: 3 xe Q/x+0=V2 

Hallar el valor de verdad de: [(-pna -)—o> (rv qn (-(pa q) ess] 

Sí U=(xe Z/-100<x< 100); p: (Vxe Udye UV ze Ulx+y—z>30) 
q (Vxe UV ye UV ze UX0x +72— 4y< 800) 

rr Ixe UV ye U]ze UXSx<z-y +50) 


Si x puede tomar cualquier valor 1,2,3, demostrar mediante contraejemplos la falsedad de 


las siguientes proposiciones. 


3d (V9)/xº =x) b) (3x/x=2x) 
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co) (Vx/x+2=5) d) (Vx/x+1>3) 
oO -(Ix/x2=4) D (3x/x>4) 


Si x, y pueden ser cualquiera de los números 1 y 2, determine el valor de verdad de las 
siguientes proposiciones: 


a Ix(Vylx<y+2) b Wo]yx+y<s) 
O VV +? <1 dO VWo)aytw? >y) 


eo) GvIykx+y=2) 


Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Si U = [1,2,3) esel 


universo y sí x ye U 

a) IxIy/x]<y+41 b) Vx3y/x2+y? <12 

c) Vxvylx? +y? <12 d) 3x]yVz/x) +y? <27? 
eo) IxVyIzlx+y? <27º,2€U 

Determinar el valor lógico de las siguientes proposiciones. 

a) IxeR/x])+1=0 b) IxeR/x)=1 


co) (VxeRXVyeR)/x+y=7 d) (Vxezdyez/x-y>0) 
Sean A= (1,2,34), B= [1,4,5.8] ;cuáles de las afirmaciones siguientes son verdaderas? 
a) IxyeA/x+y>z, Vze B bb [Vxe A, Jye B/x>y] 
co) VxeBJyeA/x-ye À d) VreA,Vye B/x+y<l0 
Si A = (0,1,2,3,4) hallar el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 


a) PIJxeA/2x+1=5 b) qg:VYneZ /3nes divisible por 3 


co) r:IxEeR/xX+7<0 d) S:VxeQ/Xé>x 
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Si M= (-1,1,2,7) cual es el valor de verdad, de las siguientes proposiciones: 
a) VxeM, JyeM/xX2>y b) IxeM,VyeM/x2y20 
co) IxeMaIyeM/L<Dv(y>2) 


Dadas las proposiciones P: 3 xe Z(4x + 23x -7)=0;q: V xeZ/ ( >0) v (x-D<O0, 
Tr 3 xe N/(4x+2X3x—-7)=0, seriale el valor de verdad de p, q r y además 
pagd=>(pvn)=>r 


Sea M = (0,1,2,3) el dominio de x e y, seriale el valor de verdad de: 

a VxIy/Q-y?<i0)v(x <y+1) 

b) vVxVyi(w-y>-On(>y+] 

Negar las siguientes proposiciones para el conjunto z. 

a) Vxez/x+1I>x b) Jxez/x)+1=0 
co) Ixezix =x d) Vxez/x)-1>0 


Negar las siguientes proposiciones. 


a) Ix/x+7<y bo (Vx/paDndy/qoy) 
oO Ix/px)— (Vy / -p(y) 9) (pv-])-—— (pa -r) 
e) dIxig(x) 5Sx+7<10 f) JIx/5x+8<4 


Negar los enunciados del ejercício 56) 


Negar los siguientes enunciados. 
a) (3x/pG)v-qu))] bo (Vx/p0)— q00)] 
o (vx]y/xy=0) O) UV xXpO) A 3 xAgoo)) 


o LI yAp) —> (Voo)t-qho)) D (GF xX-p6o) v (V (god) 
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g (Ixdy/pr)v-a(y)) bh (VxIy/pxy)— ql) 
D x Iy/pl) A ql) D (VxIu, Vz/p(x,y,2)) 


Negar cada una de las proposiciones siguientes: 


a) (dx/x+7>2) b) (Vx/x+0=x) 
c) (Vxlx? +7>x? +3) d) (Ix/+(x =x) 
e) -[Vx/x? =>) D (3x/x+3=x] 


Negar las proposiciones del ejercicio 52) y verificar que estas negaciones resultan ser 
proposiciones verdaderas. 


Si x puede ser cualquier número natural, determine el valor de verdad de las 
proposiciones: 


p: ou >x) > (Vxlx< 3); g: Voc >x) > Exyk=s) 
r (Ox(x+3=5) & (Vxtx+1l2x) 


Verifique la validez de los siguientes argumentos: 


a) pag b) (PAD—S (ras) 
e (-q) v (-s) 
= —q + Cpvi-qg 
co) palpvag) d) r-—s q 
PRA SE pq 
I—s ss T—s 
ES “ps 
Demostrar, por la tabla de valores o por el método abreviado si los esquemas representan 


o no reglas de inferencia válidas. 


a) p—sq bj, E "q 
-q— —T Pp V (-9) 
. pesr = q 
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co) p—5q d) Ps qa(r—ss) 
q— P) pvr 
“ PpéeSq LL qws 
eo) pesq i TO-=>P 
rvq q—s(rvs) 
= (q v —s) 
Es und ER SE sp 
8) p—>q h) (pv-q) 
q 1—>s -p 
[r—sSs ses p 
D q->(pvi) » p 
Tvs C-pv-)—S (cpa ct) 
-pesr E 494 PSF 
q 


Determinar los circuitos lógicos que representan a los siguientes esquemas moleculares. 


a CpDes(p—so q) b) pa(gv-p) 
o -“lpv— “(qvn] O (rvqaplv-)Aq 
o (pvryo-s pv) (pa gl 9 p—s 9 v plap—> gv —p] 


Representar mediante funciones boolianas los siguientes argumentos: 


no E q 


Rara o 


Lógica 





q q 
Determinar la menor expresión que representa al circuito dado: 
=> mg p 
-=F 
j + 

-P 
= DE 
e —| . = 
q 


aa ER 
E 
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d) 





£g) p | q 
-p 


h) 
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i) 
-p 


“PiraE-39 





p 


Determinarlos circuitos lógicos que representan a los siguientes esquemas moleculares. 


a (rxvgoaplv-lag b Ipv-gv(pa-nv+Arvav-p) 


Simplificar los siguientes circuitos lógicos: 
p 
-q -p 











p— q 
Gp 
b) 
q 
== o e p 
a e 
q q 
c) 


TER 


68 Eduardo Espinoza Ramos 
p 
=r st ——o 
Ê E 
-p 
Dado el circuito lógico, hallar el circuito lógico más simple posible. 


Simplificar el siguiente circuito 


p 
-p 
q 
-p——— q 


Representar mediante funciones Booleanas los circuitos. 


q 
-p 


TE 


d) 
-p 
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CAPITULO II 


TEORÍA DE CONJUNTOS 
2.1. DEFINICIÓN.- 


Un concepto se dice que es primitivo, cuando dicho concepto se acepta sin definición, en 
la matemática son conceptos primitivos, el de conjunto, de elemento y la relación de 
pertenencia, sin embargo debido a su gran importancia en todas las ramas de la 


matemática aceptaremos las siguientes definiciones. 


2.2. DEFINICIÓN.- 


Entenderemos por conjunto a toda agrupación, colección o reunión de objetos de 
cualquier especie siempre que exista un criterio preciso que nos permita que un objeto 
pertenece o no a dicha agrupación. Los objetos que “pertenecen a un conjunto” se llama 
elementos del conjunto. 

NOTACIÓN.- A los conjuntos representaremos con las letras mayúsculas A.B.C..... y a 


sus elementos representaremos con letras minúsculas a,b,X,.... 


2.3. RELACIÓN DE PERTENENCIA (e).- 


La relación de pertenencia es el símbolo que relaciona a los elementos de un conjunto con 


(elemento) e (conjunto) 


Si un objeto x es un elemento o pertenece al conjunto A, escribiremos 


el mismo conjunto: 


xe À 


y leeremos “x pertenece al conjunto A”. 


Si x no es un elemento del conjunto A. escribiremos 


xe A 


y leeremos “x no pertenece al conjunto A” 
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OBSERVACIÓN.- 


(1) Sea A el cónjunto formado por los nombres de los siguientes países, Perú, Chile, 
Ecuador, Colombia, podemos escribir entonces 


Perúe A 

Colombia e A 

Argentina & A 

Brasil & A 
Al conjunto A expresaremos en cerrando entre Ilaves a sus elementos: 
A = (Perú. Chile, Ecuador, Colombia) 


(2) Sea A el conjunto formado por las letras n. m. p. q, t del mismo modo podemos 
escribir: 


pe A 
qe A 
wg A 
zé A 


Al conjunto A expresaremos encerrando entre llaves a sus elementos: A=(n,m,p.,g.t) 


2.4. DIAGRAMAS DE VENN - EULER.- 


Para facilitar nuestra compresión intuitiva de los conjuntos, los representaremos 
gráficamente mediante los llamados “Diagramas de VENN”, estos diagramas son curvas 


cerradas de la forma. 


DALLA 


Teoría de Conjuntos Gi] 


En el interior de estás curvas cerradas, representaremos mediante puntos a los elementos 
del conjunto. 


Ejemplo.- 


(1) Sea A=(1,10,12,15). El conjunto À será representado mediante el diagrama de Venn 


(2) Sea A = [-1,3,-5,0), su diagrama de VENN es 


2.5. DETERMINACIÓN DE CONJUNTOS.- 


Un conjunto está bien determinado, cuando se conoce con exactitud que elementos 
pertenecen o no al conjunto. Cuando se conoce qué elementos pertenece o no al conjunto 
se dice que el conjunto está bien definido, un conjunto se puede definir por extensión y 


por comprensión. 


Por Extensión 
Definición de un conjunto 
Por Comprensión 


POR EXTENSIÓN.- Cuando se nombra cada uno de los elementos del conjunto, se 
dice que el conjunto ha sido definido por extensión. 


Ejemplo.- 


(1) El conjunto A de los números naturales que son mayores o iguales a cero y menor o 
igual a 10 queda definido por extensión si escribimos. 


A= (0.1.2,3,4.5,6.7.8,9,10) 
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(2) El conjunto A de los números naturales que dividen simultâneamente a los números 


8 y 12, queda definido por extensión si escribimos A = (1,2,4) 
Observe que 3 & A, pues 3 no divide a 8 a pesar que 3 divide a 12. 


POR COMPRENSIÓN.-Un conjunto se define por comprensión, cuando se da una 


propiedad P. que sólo lo satisfacen los elementos del conjunto. 


Ejemplos.- 
(1) A = (x/x es una vocal) y se lee: “A es el conjunto de las x tal que x es una vocal” 


(2) A=(xe N/0<x<9) yselee “A es el conjunto de las x perteneciente a los 


naturales tal que los x sean mayores que cero y menores que 9. 


2.6. CONJUNTOS NUMÉRICOS.- 


En matemática los conjuntos numéricos característicos que se estudian son: Los números 
naturales, los números enteros, los números racionales, los números irracionales, los 


números reales y los números complejos. 
- | Elconjunto de los números naturales N = (1,2,3....) 
- El conjunto de los números enteros Z = (..., -3,-2,-1,0,1,2,3,...) 


: É . m 
- El conjunto de los números racionales Q=[—/meZ A nezZ, n&0) 
n 


- El conjunto de los números irracionales I = [x/x tiene representación decimal 


infinita no periódica) 
- EI conjunto de los números reales R = (x/x es racional o x es irracional) 


- El conjunto de los números complejos C=(a+bilaeR A beR, i= = ) 
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OBSERVACIÓN.- El conjunto de los números reales, es la reunión de los números 


naturales, enteros. racionales e-irracionales. es decir: 


R=NUZUQUI 


A los números reales se representa mediante una recta que se denomina recta real. 


- 





+00 


2.7. CONJUNTO FINITO.- 


Es el conjunto que está formado por un número limitado de elementos. 
Ejemplos.- (1) A = [x/x es una vocal) 
(2) B=[xeN/5<x<12) 


(3) C = ([x/x es un día de la semana) 


2.8. CONJUNTO INFINITO.- 


Es el conjunto que está formado por un número infinito de elementos. 
Ejemplo.- (1) A=(xe Z/xes impar) 
(2) B = [x/x es número natural) 
29.  RELACIONES ENTRE CONJUNTOS.- 
a) INCLUSIÓN DE CONJUNTOS.- (Sub — conjuntos) 


Se dice que el conjunto A es un subconjunto B, o que A está contenido en B, o que 
A es parte de B, si todo elementos de A pertenece al conjunto B se escribe À c B y 
se lee “A está incluido en B, o A está contenido en B o A es parte de B”. 


Está definición en forma sunbólica se expresa. 


ACBeS(VrxeAxe A => xe B) 
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De la misma definición se sigue que es suficiente que exista al menos un elemento 
del conjunto A que no sea elemento de B para que A no sea subconjunto de B, en 
este caso se denota: Ag B 


AcB 


. Ag B AcB 
B A B A B 
(o, 


Ejemplo.- Si A = [1,3,5) y B= (1,2,34,5,6,7) entonces A c B. En efecto se 
observa por simple inspección que todo elemento de A es también 


elemento de B. 

Ejemplo.- Consideremos los siguientes conjuntos: A=(1,3,5,7), B=(1,3,5,7,9,11) 
M= (ab,,d,e), N = (b,cd;m,n). Podemos afirmar que: 

D AcCB, por que todos.los elementos de A están en B. 


ii) MaN, por que algunos elementos de M no están en N. 


Estos representaremos usando diagrama de VENN — EULER. 


Ep» 


ACB MaeN 





b) SUBCONJUNTO PROPIO.- Diremos que A es un subconjunto propio de B. o 
parte de B, si se verifica A CB y además existe 

algúnxe B talque xe A. 
Ejemplo.- El conjunto A = (2,4,6) es un subconjunto propio de B = [1,2,3.4,5.6) 
puesto que A c B además le B,3e B,5€eB talque 1€A,3€A,5€ A. 
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e) PROPIEDADES DE LA INCLUSIÓN.- 
(1) $cA. Y conjunto A, donde à es el conjunto vacio. 
(2) AGA, (propiedad reflexiva) 
(3) AcBABCC => AcC (propiedad transitiva) 
(4) SíAcCB y BCA > A=B (propiedad antisimétrica) 
Demostración 
(1) O Vxxe6 > xe A, def.C 
2º p-—saq (es una tautología) 
F FoV 
3º GCA, por definición de C 
(2) 1º 'Suponiendo que V x, xe A hipótesis 
2º Como p—> p es una tautología 
3º Síxe À > x€ À es verdadero por la parte 2º 
4º AcCAde3ºydef.C 
(3) 1º Ac B hipótesis 
2º VxxeA > xeB, Iºdef.C 
3º BcCo.hipótesis 
4º VxxeB >xe€C, 3º def. €C 


5º PorlaLey Transitiva (p—> q) 4(g—>1) > pr (ley del silogismo 
hipotético) 


6º VxeA => xe C€C, de2º,4ºy5º 


vo Ace, 6º def. € 
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2.10. IGUALDAD DE CONJUNTOS.- 


DEFINICIÓN.- Dos conjuntos A y B se dice que son iguales síy sólosí A CB y BC A. 


En forma simbólica se tiene: 


A=B S&S ACBABCA 


Se lee “El conjunto A es igual al conjunto B, si y sólo si A está contenido en B y B está 


contenido en A” 


2.11. PROPIEDADES DE LA IGUALDAD DE CONJUNTOS.- 


(1) A=A, VA (reflexiva) (2) A=B > B=A (simétrica) 
(G) A=ByB=C > A=C (Transitiva) 
Demostración 
(1 1º Ac A por reflexividad de inclusión. 
2º A=A 1º y definición de igualdad. 
(2) |º A=B por hipótesis 
2º ACBABCA 1º def. de = 
3º BcAA ACB 2º y la ley conmutativa 
4º B=A3ºy definición de = 
(3) 1º A=B por hipótesis 
2º ACBABCA, 1º definición de = 
3º B=C€ por hipótesis 
4º BCCACCB 3º definición de = 
5º ACBABCC 2º y 4º y transitiva de inclusión. 
6º Ac CS5º transitiva inclusión. 
7º CcBABCA, 4º y 3º y transitiva. 
8º Cca, 7º transitiva inclusión. 


9º A=C€,6º y8º definición de =. 
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2.12. CONJUNTOS ESPECIALES.- 


(1) CONJUNTO VACÍO (Nulo).- Es el conjunto que no tiene elementos y se 
representa simbólicamente por la letra griega Q 
(phi) y se define como: 
6=([x/x2x) 


y se lee: para cualquier x tal que, x es diferente de x, no se satisface para algún 
elemento 


Ejemplo.- 


(1) A=(xe R/xº+1=0) es un conjunto vacío, pues la ecuación x* +1=0 no tiene 


raíz real, luego À = 0. 


(2) A=[xe N/2<x<3] es un conjunto vacío, porque no existe un número natural 


que sea mayor que 2 y menor que 3, luego A = 0. 


(3) A=(xe Z/15x? -11x+2=0) es un conjunto vacío, pues al resolver la ecuación 


15x? —1Ix+2=0 se obtiene x= : : x=. que son números enteros por lo tanto A=Q. 


OBSERVACIÓN.- El conjunto vacío q está incluido en todo conjunto es decir CA, VA 


(2) CONJUNTO UNIVERSAL.- Es el conjunto tomado como base o conjunto fijo, 
para la determinación de otros conjuntos y se 

denota por U. También al conjunto universal se le Ilama el universo. 
Los conjuntos más importantes en matemática son los conjuntos numéricos: R, N, 


Z,Q,1,C en ese orden. 
Ejemplos.- 


(1) El conjunto universal U=(xeZ/-3<x<9) es universo de los 
conjuntos A= (-3,0,2,5), B = ([-2,1,3.7], €C = (-1,0,2,5,8] porque todos los 
elementos de los conjuntos A, B y € pertenecen al conjunto U. 
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(2) Dado el conjunto universal U=(xeZ*/x<40). Determinar los siguientes 


conjuntos. 


a) A=(x/x? <28) 


Solución 


Tabulando el conjunto universal U= (1,2,3,4,5,...,39,40) 


le A puesto que 
2€ A puesto que 
3€ A puesto que 
4€ A puesto que 
Se A puesto que 


6€ A puesto que 


1<28 
2? <28 
3? -9<28 
4º =16<28 
52 =25<28 
6º =36£28 


por lo tanto el conjunto A está dado por: A=[1,2,3,4,5) 


b) B=(x+2/x<9) 


Solución 


Para x=1 => x+2=3€ B 


x=2 > x+2=4€ B 


x=3 > x+2=5€ B 


x=4> x+2=6€e B 


X=5,> x+42=7€6 BB” 


x=6 >» x+2=8€ B 


x=7 > x+2=9€ B 


Luego se tiene: B = (3,4,5,6,7,8) 


(3) CONJUNTO UNITARIO.- Se Ilama conjunto unitario, al conjunto que consiste de 


un sólo elemento. 
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Ejemplos.- a) A=(xeR/x+2=0J=([-2] 
b) A=fxeN/I<x<3)=(2) 
co) A=txeZ'!/xº-1=0)=(1) 
(4) CONJUNTOS COMPARABLES.- Dos conjuntos A y B son comparables 


sí ACB v Bca. 


Los conjuntos A y B no serán comparables sí: AZB A BGA. 
Ejemplos.- 
a) Si A=f(aei) y B= [aeiou] de donde A es comparable con B para que A CB. 
b) Si M=([1,5.7,8]y N= (2,5,6.8,9)] los conjuntos M y Nno son comparables 


puessMgZN A NZM. 


(5) CONJUNTOS DISJUNTOS.- Si dos conjuntos A y B no tienen elementos 
comunes, se dice que A y B son disjuntos. 


En forma simbólica se expresa: A es disjunto con Bsiy solosi, 2xxe Anxe B 
Ejemplos.- a) Los conjuntos À = (1,3,5,7)y B= [2,4,6,8] son disjuntos. 


b) Los conjuntos À = [ab,c,d) y B= (r,stu] son disjuntos. 





Para mostrar a los elementos de los conjuntos o visualizar relaciones entre estos. existen 
los llamados diagrama de VENN - EULER que son regiones del plano limitados por 
líneas geométricas. 


Al conjunto universal se acostumbra representar por medio de un rectângulo. 


U 


AcCB 
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(1) Determinar por extensión los siguientes conjuntos. 
a) A=(xeN/x<3v 5<x<7] b) B=(x?-I/xeZ A -1<x<3) 
co) C=(3-5x/xeZ, -l<x<5 A 3<x<8) 
d) D=(xeZ/x*-x? -10x-8=0) e) E=txeN/6x-31x? +3x+10=0) 
D F=(xeZ/x?>0 A x?<20) g) E=(x/x)-19xº -36x+1440=0) 


h) H=(xe RG? +16) =17?) 


(2 Determinar por extensión los siguientes conjuntos: 
a) A=(x/x)-7x+6=0) b) B=(x/6x2-5x+1=0) 
co) C=(x/2x)-3xº -7x+3=0) O D=(x/2x27+x)+x-1=0) 


e) E=(x/xº+x)-6x? -x+5=0)] 


D F=(x/xº+2-31x? -32x+60=0) 


G) Hallar el conjunto solución del siguiente conjunto: A=(x/64x* +24x? -6x-1=0) 
Lo Hd 
Rpta. A=(-—,-—,— 
2 : 8 2 Fi 
(4) Determinar los elementos de cada conjunto. 


a) A= (números naturales x que satisfacen xº =16) 
b) B= (números enteros x que satisfacen x* = 16) 
c) C=[xeN/2x+3=15) d) D=(xe Q/(2x-Ix-2)=0) 


e) E-(xeZ/xº-2x-3=0) ) G=[xeN/5<x<12) 
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9) 


(6) 


OO 


Determinar por comprensión el siguiente conjunto T= (-1,1,2) 

Rpta. T=(xeZ/x)-2xº -x+2=0) 
Determinar por comprensión los siguientes conjuntos: 
a) A=(-7,3,1,5,9....) b) B= fa 
e) C=(2,3,6.11,18....) 
Si A = [2,3,5,7), diga cuál de las siguientes afirmaciones son verdaderas ó falsas. 
a) 5EA b) 3cCA o (T)cA d) (35)je A 


Si A=[xe N/x<2 vx=7), hallar todos los subconjuntos propios de A. 


Dados los siguientes conjuntos A=(7x+2/xeZ), B=[7x-26/xe Z), 


C=(4x+1/xeZ) y D=(2x+1/xe Z), analizar y justificar debidamente su 


conclusión en los siguientes casos. 
a) A=B b) C=D 


Rpta. a) A=-=B b) CD 


Sean U=([1,2,3.4,5,6,7.8.9), A=(24,6,8). B=(1,3,5,7,9) y C= (34,5). Al hallar 


un subconjunto x de Utal que x cC, xZ A, xgZ B. cuántas soluciones existe. 


Rpta. tres 
Cuántos de los siguientes conjuntos son vacíos: 
a) A=(xe U/xzU) b) B=(xeZ/x)=3] 
à cetue RI-ER) à DSO xe? 


eo E=ftxeN/xº +1=0) DP F=(txeZiiZx+ax -3x-1=0) 
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iCuál de los siguientes conjuntos es el conjunto vacío? 


a) (x/xesunenteropar y x) =9) b) (xeZ'/x<0) 
co) (xe Z/x+18=18) d) (xeZ/6x2+5x-4=0) 
e) (xeZt/x?-3x-4=0) D (xeN/xzx) 


Dado A y B determinar si A = B en los siguientes ejercicios. 

a) A=(-202) y B=(xeZ/x-4x=0) 

b) A=(1,2] y B=(xeZ/(x-Dx+2X2x-3)=0) 

o) A=(xeZ'/|<x<6) y B=(1,23,4,5,6) 

SiA,ByC son conjuntos tal que AC BcC. ;Cuáles la relación entre C-B y € x A? 
Rpta. C-BCC-A 


Si A=([1,234,5), B= (23,4), C=(24,5), D=[2,4). ;Cuál de las siguientes 


proposiciones son verdaderas? 


a) AcCB b) AcD co) CcA 
d) BcA e) Bcc 9 DcB 
g) ACA h) BzC D DCcA 


Sean A=[x/x)-17x? +71x-55=0):B=(x/xº -15x) +37x? —16x+110=0)es ACB 


Sea U=[1,2,3,4,5,9) el conjunto universal, siA= (x? /xe U) hallar A y 4' por extensión 





2 al, 
= 5 Lx 7 Dex 8 diidimidar cual de 


las relaciones se cumplen A CB,BC A, A-=B. 


Sea A=(EEIxeZziO<x<4) y B=( 


x+1 


Sí A=(xeN/x)-3xº -6x+8=0) y B=[ E [xe Z, —4<x<3). Determinar cual 





de las relaciones se cumplen A CB,BC A, A =B. 
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Sea U=(xeN/1<x<5), A=(xeU/xespar), B=(xe U/xes impar) y 
"=(xe A/x=2" neUJUlIZ).Si D=[xe U/xeU > xe B)níxeA/xes 


múluplo de 4) ;cuántos subconjuntos de C contienen a D? 


2.15. OPERACIONES CON CONJUNTOS.- 


(1) UNIÓN DE CONJUNTOS.- La unión de los conjuntos A y B es el conjunto 
formado por todas los elementos de A y todos los 
elementos B, 
A la unión de los conjuntos A y B denotaremos por: A WB yse lee “A unión B”. 


En forma simbólica: 


AVB=[([xeU/xe À o xe B] 


La parte sombreada de los siguientes diagramas es una representación gráfica de la 


unión. 
SOC) 
A y B no disjuntos A y B disjuntos 
Donde U representa al conjunto universal y la parte sombreada representa la unión 
AUB 
Ejemplo.- 


(1) Sí A=(xe N/l<x<6] y B=(xeN/3<x<8]. Calcular À UB 
Solución 
Calculando los elementos de cada conjunto A y B: A= (2.4.5), B=(= 5,6,7) 
AUÚB=[245]U (4,5,6.7) = [2,4.5,6.7) 


(2) Sí A=[xeN/x espar) y B=[xe N/xes impar) entonces 


AUVB=[xe N/xespar v xes impar) =N 
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a) PROPIEDADES DE LA UNIÓN DE CONJUNTOS.- 


ii) 


(1) AUA-A (BD) AVG=A 

(3) AVU=U (4) AUB=BUA 

(5) AUVBUC=AU(BUO) (6) ACAUB 

(7) BCAUB ACCABCCS5AUB CC 
Demostración 

(1) D AUÚACA pordemostrar 


1º xe AUA, por hipótesis 
2º xe Av xe A, 1º definición de U 


3º por la tautologia de PvP «> P podemos afirmar 
que: xeA vxeAÃ > xe AÃ 


4º xe AVA > xe À, 3º definición U 

5º AUACA, 4º definición C 

ACAUA por demostrar 

Iº xe A, por hipótesis 

2º Síxe A > (xe AvxeEA), portautologiap+epvp 
3º xe A > xe AUVA, 2º definición U 

4º ACAUA, 3º definición € 

5º dei), ii) se tiene AU A =A definición de = 
AÚGCA por demostrar. 

1º xe ÁUVO, por hipótesis 

2º xe A v xe 6, 1º definición U 

3º xe À, 2º definición de é 

4 xe ALVO > xe À, 1ºy3º 


5º AUQGCA, 4º definición € 
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ii) 


ii) 


ACAUO por demostrar 


18 


De 


3º 


4º 


so 


XE A, por hipótesis 

xe A v xe q, 1º definición q 
Xe AUO, 2º definición U 
xe A > xe AUO, 1ºy4º 


ACAUO 4º definición U 


dei)y ii) seconcluye que AUG=A  definición de = 


AÚVUCU por demostrar 


pe 


Ze 


3º 


4º 


sº 


xe AUU, por hipótesis 
xe A v xe U, 1º definición U 
xe U, 2º y definición de U 

xe AUU > xe U, 1ºy3º 


AÚUCA, 4º definición C 


UCAUU por demostrar 


1lº xe U, por hipótesis 

2º xe Av xe U, |º definición U 

3º xe ÀAUU, 2º definición U 

4º xeU => xe AUU, 1ºy3º 

5º UCAUU, 4º definción C 

6º . AÚU=U, pori), ti) definición = 
AUVUBCBUA por demostrar 

Iº xe AUB, por hipótesis 

2º xe Av xe B, 1º definición U 
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3º xe Bv xe A,2ºytautologapvqgogvp 
4º xe BUA, 3º definición U 

5º xe AUB > xe BUA, 1º y4º 

6º AÚBCBUA, 5º definición C 
BUACAUB por demostrar 

1º xe BUA, por hipótesis 

2º xeBvxeA, 1º definición U 

3º xe Av xe B,2º ytautologia pvq o qvp 
4º xe AUB, 3º definición U 

5º xe BULA > xe AL B, 1ºy 4º 

6º BUACAUB, 5º definición C 

AÚB=BU dei), ii) y definición = 


(AVLBULCCAU(BUC) por demostrar 


Iº xe (AVB)UC, por hipótesis 

2º xe AUBv xel 1º definición U 

3º xeA vxeBvxecl, 2º definición U 

4º xeAv(xEeBvxeC), 3º propiedad asociativa 
5º xe À v xe BUC, 4º definición U 

6º xe AU(BUOC), 5º definición U 


7º xe (ALBUC > xe AU(BUC), 1ºy6º 
8º (AUVUB)ULUCCAL(BUC), 7º definición C 
AV(BUC C(AUB)UC, por demostrar 


1º xe AU(BUC), por hipótesis 
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2º xe A vxe BucC, 1º definición U 

3º xeAvxeBv xe€, 2º definición U 

4º (xeAvxeB)v xe €, 3º definición propiedad asociativa 

5º xe AUBvxecl, 4º definición U 

6º xe (AULBJUC, 5º definición U 

7º xe AUVU(BUC) > xe (ALVBUC, 1ºy6º 

8º AU(BUC)C(AUB)UC, 7º definición C 
(AVBULC=AUÇBUC), dei), ii) definición = 

Sea xe A porhipótesis 

Pero p— (pv q), VY q es una tautología 

xe A > xe AUB, 1º 32º 

ACAUB, 3º definición C 

xe B por hipótesis 

Perop— (pv q), Vq es una tautología 

xe B > xe AUB,Iºy2º 

BCAUB, 3º definición € 

A Se, por Hipótesis 

xe A > xe€, 1º y definición C 

Bcc, por hipótesis 

xeB => xecl, 3º definición € 

xe A vxeB) => xeC, 2ºy4º 


xe AUB > xe €.5º definición U 


AUVBcC, 6º definición € 
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(2) INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS.- La intersección de los conjuntos A y B 

es el conjunto de todos los elementos 

comunes al conjunto A y al conjunto B, y que denotado por “A m B” y se lee “A 
intersección B”. 


En forma simbólica: 


AnB=(xeU/xe A Axe B) 


La parte sombreada de las siguientes diagramas es una representación gráfica de la 





intersección. 
Co) | 
A y B no disjuntos Ay B disjuntos 


Ejemplo.- SíA=(xeZ/-2<x<6) y B=[xeZ/0<x<10).HallarA nB 
Solución 

Calculando los elementos de los conjuntos A y B. 

A=(-1,0,1,2,3,4,5]) y B= [1,2,3,4,5,6,7,8,9) + AnNnB=([1,2,3,4,5) 


a) PROPIEDADES DE LA INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS.- 


(1) AnA=A QB) And=6 

G) AnB=BnA (9) AnuU=A 

(E) AnBac=anBnO (6) AnBcA 

(1) AnBcB ACBS5ANCCBAC, VC 
(O) SSACCyBCD> ANnBCCAD 

SS ACBS> ANB=A — (ID) AU BO) = (AUBIYAUO) 


(12) ANBUO=(ANBU(ANO) 
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Demostración 
(1) DD AnAÃcA por demostrar 

lº xe Ana, por hipótesis 
2º xe A AsAxeA, 1º definición mn 
3º Portautologíia pap &p se tiene 
4º xeA, de2º y3º 
5º xe AnA 3xeA, 1ºy4º 
6º AnÃcA, 5º y definición c 

ii) ACAMA pordemostrar 
1º xe A, por hipótesis 
2º portautología pespAap 
3º xe A nxeA, 1ºy2º 
4º xe Ana, 3º definición m 
5º xe A > xe AnáÃ, 1ºy4º 
6º AcAnA, 5º definición c 

AnNAÃ=A, 1),11) definición = 
(2) D Anmnéco pordemostrar 

1º xe Ang, por hipótesis 
2º xe A A xeg 1º definiciónn 
3º xeb, 2 ypagoa 
4º xe And> xe, 1º y 38 
5º Antcó, 4º definición € 

ii) QcAnNO 

como é es subconjunto de cualquier conjunto entonces Cc An q. 


Luego por lo tanto: Am g4 = de i), ii) y definición = 


ii) 
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AnBcBna, por demostrar 

1lº xe AnB, por hipótesis 

2º xe A Axe sB, 1º definiciónm 

3º xe Ba xe A,2º ypag=qAp 

4º xe Bna, 3º definición N 

5º xe AnB > xe Bna, 1º y 4º 
6º AnBcBnA,sº definición c 
BnAcCANB, por demostrar 

Iº xe Bna, por hipótesis 

2º xe BA xe A,iº definiciónm 

3º xe AAxeB,2ºypageqgap 

4º xe ANB, 3º definición n 

5º xe BnAÃ > xe AMB, 1º y 4º 
6º BnAcAnB,sSº definición c 
AnB=BnA, 1), ii) definición = 


(ANB)nCcAn(BnC) por demostrar 


1º xe(AnB)nc, por hipótesis 

2º xe ANnBaxec, 1º definición N 

3º xeAnxeBaxecl, 2º y definición N 

4º xe AA (xeBAxeCl), 3º propiedad asociativa. 


5º xe An xe(BnC), 4º definiciónm 
6º xe An(BnoO, 5º definición M 
7º xe (ANB)nC > xe An(BnO, 1ºy6º 
8º (AnB)nCcAn(BnoO), 7º definición € 
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ii) 


An(BnC)c(AnB)ncC, por demostrar 
Iº xe An(BnO), por hipótesis 


2º xe AnxeBnc, 1º definición N 


3º xeA axeBaxecl, 2º definición N 

4º (xe A AXxEBJ)AxEecC, 3º propiedad asociativa 
5º xe AnB an xe€. 4º definición n 

6º xe(ANB)ncC, 5º definición M 


7 xe AN(BAO 5 xe (ANB)ANC, 1ºy6º 


8º An(BnOc(ANB)nc€, 7º definición € 


« (ANB)nC=An(BnO), 1), 11) definición = 


xe AnB, por hipótesis 

xe AnxesB, 1º definición N 
por tautologia pa q & p setiene. 
XE A, 2º y3º 

xe AnB 5 xe A. 1º y 4º 
AnBcaA. 5º definición 

ACB, por hipótesis 

xe A> xe B, 1º definición € 
xe AncC, por hipótesis 

xe A nxecl, 3º definición M 
xeB na xec, 2º y 4º 

xe BncC€, 5º definición 0 

xe AnC 5 xeBnc€C, 3ºy6º 


AnCcBnCc, 7º definición € 
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ii) 


ACC, por hipótesis 


XxeA >5x€e€, 1º definición € 
BcD, por hipótesis 
xeB >» xe D, 3º definición c 
xe AAxesB, 2º y 4º 
xe AnB, 5º definición N 
xeCanxeD, 2ºy4º 
xe CnD, 7º definición n 
xe AnB > xe CnD, 6y8º 
AnBcCnD, 9º definición 
AnNBCA por demostrar 

Iº AcB, por hipótesis 

2º xe A > xe B,1º definición 
3º xe AnB, por hipótesis 


4º xe A Axe B, 4º definiciónn 
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5º xe A, 2ºy4ºy pag>p es tautologia 


6º xe AnB>xeA, 3ºysº 


7º AnBcaA, 6º definición c 
ACANB por demostrar 
Iº ACB, por hipótesis 
2º xe A, por hipótesis 
3º xe A A xesB, 


4º xe AMB, 3º definición n 


2º y 1º definición € 
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se 


6º 
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Xe A > xeAnB, 1ºy4º 


ACANB, 5º definición € 


A Mm B= Apor ii), fi) y definición = 


(9) D AvBnaQc(AUB)AtAÁwC), | pordemostrar 


ii) 


1º 


Ze 


3º 


4º 


se 


sº 


me 


8º 


xe AU(BnO), por hipótesis 

xe Av xe(BnC), 1º definición U 

xe A v (xe BAxEC), 2º definición mn 
(xeAvxeB)sntxeAvxeC), 3º ypv(gan=(pvga(pvr) 
xe (AUB) A xe (AUC), 4º definición U 

xe (AUB)N(AUL OC), 5º definición N 

xe AuU(BnC) > xe (AUVUB)N(AULO), 1º y 6º 


AUVU(BNOcC(ALB)N(AVLO), 7º definición € 


(AUB)N(AVOcAU(BNO), por demostrar 


12 


De 


3º 


4º 


so 


6º 


po 


8º 


xe (AULB)N(AUV CO), por hipótesis 

xe (AUB) A xe (AUC), 1º definición n 

(xe A vxeB)Aa (xe A v xe CO), 2º definición u 
xeA v(xeBaxeC), 3º pvigand=(pvqga(lpvr) 


xe A v xe (BnC), 4º definición n 


xe AU(BnC), 5º definición U 
xe (AUB)N(ALC) > xe AU(BNCO), 1º y 6º 
(AVLB)N(AVLOCAU(BNO), 7º definición € 


AU(BNOC=(AUVB)N(ALO), i), 11) definición = 
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(3) LA DIFERENCIA DE CONJUNTOS.- 


La diferencia de los conjuntos A y B es el conjunto de elementos que pertenecen a 
A, pero que no pertenecen a B, £ la diferencia de los conjuntos A y B denotaremos 


por “A — B” y se lee “A menos B”, En forma Simbólica: 


A-B=(xeU/xe AA xgB)] 


La parte sombreada de los diagramas siguientes es una representación gráfica de la 


diferencia. 





A y B no disjuntos A y B disjuntos 
Ejemplo.- St A = [23,459] y B= [1,2,5,7,8). La diferencia es A —- B = (3,4,9) 


a) PROPIEDADES DE LA DIFERENCIA DE CONJUNTOS.- 
aii (2) A-9=A 
0-A=0 (9) A-B+B-A 
ANnB-O=(AnB-(ANnC) (6) (A-BJCA 


SiACB > A-CCB-C, VC ACB > A-B=0 


6906000 


Bn(A-B)=0 Si A y B disjuntos= AnB=0 
Demostración 


Dejamos como ejercicio para el lector. 
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(4) COMPLEMENTACIÓN DE UN CONJUNTO.- 


a) DEFINICIÓN.- SiAesun subconjunto de B, al complemento del conjunto 
A con respecto al conjunto B se define como la diferencia 

B-A y que denotaremos por 
La parte sombreada del siguiente diagrama es la representación gráfica del 


complemento de A con respecto a B. 





b) DEFINICIÓN.- EI complemento de un conjunto A es el conjunto de 
elementos que no pertenecen al conjunto A, es decir: la 
diferencia del conjunto universal U y el conjunto A, al complemento del 


conjunto A denotaremos por: 4'o Ca y se lee “complemento de A” 


En forma simbólica|A'=C,=U-A=[x/xeU A xE 4) 


La parte sombreada del siguiente diagrama es una representación gráfica del 


complemento de A. 


U 


Ejemplo.- Sí U=[xe N/x<10) y A=[xe N/5<x<8). Hallar 4' 
Solución 
Calculando los elementos se tiene: U = [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), A = [5,6,7) 


A'=U-A=(1,2,3,48,910) 
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Ejemplo.- SÍU=N, A=[xe N/xes par), entonces: 


A=U-A=(xe N/x es impar) 


PROPIEDADES DEL COMPLEMENTO DE UN CONJUNTO..- 
(DD) (Ay=A (2) AUVA'=U 
O an4=o O v=4 


(5) A-B=ANB 


O » 


di) 


Demostración 
(A)'CA, por demostrar 
1º xe(A), por hipótesis 
2º xg A', 1º definición de complemento 


3º xe À, 2º definición de complemento 


4º xe(A') > xe À, Ts 
5º (AJCA, 4º definición € 
AC(A'), por demostrar 


1º xe A, por hipótesis 


2º xg A', 1º definición de complemento 


3º xe(A'), 2º definición de complemento 
4º xe A > xe(A), 1º y3º 
sº AC(A), 4º definición € 


(A')'=A de i), ii) y definición = 
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ii) 
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AVA'CU, por demostrar 


Tie 


Ze 


XE AUA', por hipótesis 

xe À v xe 4',1º definición U 

Xe À v x€ À, 2º definición de complemento. 
xe U, 3º definición de conjunto universal U 
xe AUA => xe U, 1ºy4º 


AVA'CU, 5º definición € 


UCAUA!', por demostrar 


| Das 


De 


3º 


4º 


se 


6º 


xe U, por hipótesis 

xe Av xg À, 1º definición U 

xe À v xe 4',2º definición del complemento 
xe AUA', 3º definición U 

xe U > xe ALVA, 1ºydº 


UCAUA', 5º definición € 


AVA'=U  pori). ii) definición = 


AnA'c4 por demostrar 


| E 


3º 


6º 


xe ANA', por hipótesis 

xe A A xe 4',1º definición m 

xe À A x€ À, 2º definición del complemento 
xe 4, 3º definición Q 

xe ANA! => xe q, 1ºy4º 


ANA'CO, 5º definición c 
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ii) 


(4) à 


ii) 


ii) 
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6c ANA" por demostrar, pero como el conjunto vacio 4 es 
subconjunto de todo conjunto entonces GC ANA 


AnA'=4, de i), ii) y definición = 

U'co por demostrar 

Iº xeU", por hipótesis 

2º xg U, 1º definición de complemento 
3º xe 4, 2º definición q 

4º xeU' => xe gy, 1ºy3º 

5º U'cy, 4º definición c 


4 cU' por demostrar, como el conjunto vacío 4 es subconjunto de 
cualquier conjunto entonces 4 Cc U' por lo tanto U'=4 de i), ii) y 


definición = 
A-BCANB', por demostrar 
1º xe A-B, por hipótesis 


2º xe A An xe B, 1º definición — 

3º xe À 4 xe B', 2º definición de complemento 
4º xe AnNB', 3º definición N 

5º xe A-B > xe AnB', 1º y 4º 

6º A-BCANB', 5º definición € 
ANB'CA-B, por demostrar 

1|º xe ANB', por hipótesis 

2º xe AA xe B',1º definición M 


3º xe A Axe B, 2º definición de complemento 
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4º xe A-B, 3º definición — 
5º xeAnNB > xe A-B, 1º y 4º 
6º AnB'CAÁ-B, 5º definición € 


A-B= ANB' dei), ii) definición = 


(6) Iº ACB, por hipótesis 
2º xe A >xeB, 1º definición € 
3º xeB', por hipótesis 
4º xe B, 3º definición de un complemento 
5º xe A, 4º y 2º definición c 
6º xeA', 5º definición de un complemento 


7º xeB' > xe A, 3ºy6º 
8º Bear, 7º definición c 
d) TEOREMA (Leyes de Morgen).- 
Sean A y B dos subconjuntos del conjunto universal U y designaremos a los 
respectivos complementos por 4'=C, A, B'=C, B, se verifican 
a) (AUB)=AnB' b) (AnB)= AUVB' 
Demostración 
a) 1) (AUBYC ANB', por demostrar 
Iº xe(AÁUB), por hepótesis 
2º xe AUB, 1º definición de complemento 
3º xe A Axe B. 2º definiciónu 


q xeA A xe B', 3º definición de complemento 
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5º xe ANB', 4º definición de N 

6º xe(AUB) > xe ANB', 19 5º 

7º (AUB)CANB', 6º definición € 
ii)  ANB'C(AUB), por demostrar 

1º «xe ANB', por hipótesis 

2º xeA' A xe B', 1º definición N 


1 
3º xg An xg B, 2º definición de complemento 


4º xe AUB, 3º definición U 


5º xe(AUB), 4º definición de complemento 


6º xe AnB'! > xe(AUB), 1º gs 
7º AnB'C(AUB), 6º definición € 
e 
(AUB)C ANB', de 1), ii) y definición = 


b) d) ANB'cC(AUB), por demostrar 
1º xe(ANB), por hipótesis 
2º xg ANB, 1º definición de complemento 
3º xe Av x€g B, 2º definición dem 
4º xe A'v xe B',3º definición de complemento 
5º xe AUB', 4º definición U 
6º xe(ANB) > se AUB', 1º:9:5º 


7º (ANBJCAUB', 6º definición € 
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ii) AUVB'C(ANB)Y, por demostrar 


a 


FE AUB, por hipótesis 
2º xe A'v xe B',1º definición de U 


3º xg A vxg B, 2º definición de complemento 


4º xe A n B, 3º definición de n 

5º xe(ANB), 4º definición de complemento 
6º xe AUB' => xe(ANB), IS yise 

7º AUB'C(ANB). 6º definición € 
(ANB)'= AUB', por i), ii) definición = 


(5) DIFERENCIA SIMÉTRICA.- Sean A y B dos subconjuntos de U, a la diferencia 


simétrica A y B denotado por A A B se define por: 


AAB=|xe U/xe (AUB) A xe (ANB)) 


=(AUB)-(ANB)=(A-BJU(B-A) 





La notación A A B se lee “La diferencia simétrica de A y B”. 


En el diagrama de VENN — EULER, mostraremos la diferencia simétrica de A y B 


que es la parte sombreada de la figura. 


A B 


A-B B-A 
AAB=(A-BJU(B-A) 


Ejemplo.- Sean A=[1,23,4,6)]y B=([2,3,5,7). Hallar AAB 
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Solución 


Calculando AUB=(1,2,3,4,5,6,7); AnB=([2,3) 


AAB=(AUB)-(ANB)=([1,2,3,4,5,6,7) — [2,3)= (1,4,5,6,7) 


a) PROPIEDADES DE LA DIFERENCIA SIMÉTRICA.- 


O 000 0000 


AMAA=Q (2) AsG=A 
AAB-BAA (4) (A AB) AC = AA(BAC) 
(AAB)NC=(ANC)A(BAC) 


(AABJU(BAC)=(ALBUC)-(ANBNC) 


Demostración 
AAA=(AVA)-(ANA)J=A-A=0 2 AAA=0 
AAG=(AUVO)-(AND=A-G=A PPA AGE A 


AAB=(AUB)-(ANB)=(BUA)-(BNA)J=BAA 
AAB=BAA 


Para demostrar (AAB)AC=AA(BAC), aplicamos: 
AAB=(A-B)U(B-A) como A-B y B-A son conjunto 
disjuntos, entonces la unión de A — B y B — A es reemplazando por la 
suma (+) 


AAB=(A-B)JU(B-A)J=(A-B)+(B-A)=ANB'+BnA' 
Ahora haremos la demostración correspondiente. 
(AABJAC =[(ANB)U(BNAYAC 
=(ANBJ)U(BNAM]-CUC-MANB)U(BNA] 
=HANBIJU(BNA9NC UVUCN(ANB)U(BNA] 


=HANB)NCIUNBNA)NCT]UVCN[(ANBY;ABNAD] 
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=>ANBnCUBNANCUC NKAUB)N(BUA) 

= AnBnCUBNANCUC NMAUB)NBAMAUB)NA] 
=ANBNCUBNANCUCNIANB)U(BNB)U(ANA)U(ANB)] 

=ANBNnCUBNANCUC NHANB)U(ANB)] 

=[ANBNCUBNANCTU[ANnBnCuU(ANBNC)) 

=ANBOC+BNANC+ANB'OC + ANBNC 

=[ANnBnC+AnNBNC'I+IBn(ANC9)+CNB'OA] 

=An[BnC+BnC'I]+BnC)+CnB'I]nA' 

=AN[BnC+(BUC)I]+[BACINA' 

= AnIBUCn(BnC)' H(BAO)nA' 

= ANn(BAC)J-HBAC)nA' =AA(BAC) 


(AABJAC=AA(BAC) 


2.16. CONJUNTO POTENCIA (O CONJUNTO DE PARTES DE UN 
CONJUNTO).- 


Dado el conjunto A, Ilamaremos conjunto potencia de A al conjunto formado por todos 


los subconjuntos de A incluyendo al conjunto vacio q. 


Al conjunto potencia de A denotaremos por P(A) y de acuerdo a la definición P(A) se 


expresa: 
P(A)=[x/xc A) 


OBSERVACIÓN.- Para todo conjunto A valen GC Ay AC A. luego Q y À son 
subconjuntos de Á, o sea que son elementos de P(A) por lo tanto, 


para cualquiera conjunto A se verifica de P(A), Ae PA) 
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OBSERVACIÓN.- Un elemento de P(A) es un subconjunto de A, es decir: 


xe P(A) &s xcÃ 


2.17. PROPIEDADES DEL CONJUNTO POTENCIA.- 


Para cualquier conjunto A, se cumple: 
(1) SACB é PACPB) 
G) SA=B o MA)=PB) 


(E) PAUPB)CPAUB) 


Demostración 


(D) d ACB=> PACPB) 
1º AcB, porhipótesis 
2º xe P(A), por hipótesis 


3º xcA, 3º definición P(A) 


QE) SBcCASBeEPA) 


(4) P(A NB) = P(A) P(B) 


4º xcB, 3ºy1º propiedad transitiva 


5º xe P(B), 4º definición P(A) 


6º xe P(A) = xe P(B), 2º y 5º 


7º PMA)jcPB), 

ii) PA)CPB) > ACB 
1º xe A, por hipótesis 
2º Alles, 1º 
3º (xje MA), 
4º PMA)cCPB), 


5º [x)e PB), 


6º definición € 


por hipótesis 


2º definición P(A) 


3º y 4º definición € 
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ii) 


6º (xicB. 5º definición P(B) 
7º xe B, 6º definición B 

8º xe A > xe B, |ºy7º 
9º AcB. 8º definición c 
BcaA. por hipótesis 


Be PA), 1º definición P(A) 


P(A) c P(B), por demostrar 


1º 


De 


3º 


4º 


se 


6º 


7º 


A=B | por hipótesis 

xe P(A) por hipótesis 

xCA, 2º definición de P(A) 
xcB, de3ºylº 

xe P(B), 4º definición P(A) 

xe P(A) > xe P(B), 5Sºylº 


P(A) c P(B), 6º definición € 


P(B)c P(A) por demostrar 


1º 


Fe 


A=B,  porhpótesis 

xe P(B), por hipótesis 

xcB, 2º definición de P(B) 
veA. Iºys” 

xe P(A), 4º dei P(A) 

xe PB) > xe P(A), [vaso 


P(B) c P(A). 6º definición € 


P(A)=P(B), dei) ii) y definición = 
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ii) 


4º 


se 


P(A nB)cPA)n PB) por demostrar 
1º xe PMAnB), por hipótesis 

2º xc (AnNB), 1º definición P(A n B) 
3º xcAÃAxcB. 2º propiedad 

4º xe P(A) a xe PB), 3º del P 

5º xe PMA)NP(B), 4º definición n 

6º xe MAnB) > xe PM(A)NP(B), 

7º PAnNB)cPA)nP(B), 6º definición c 
PA)nP(B)cP(A nB), por demostrar 
1º xe P(A)NP(B). por hipótesis 

2º xe P(A) A xe P(B), 1º definición 
3º xcA A xcB, 2ºy definición P 

4º xcANnB, 3º definición N 

5º xe PM(AnB), 4º definición P 

6º xe MA)NMB) > xe PM(ANB),1ºy5º 
7º PMA)NPB)cPHAnB), 6º definición 


P(A NB) =P(A)m P(B) de i), ii) definición = 


xe P(AJU P(B), por hipótesis 


xe P(A) v xe P(B), 1º defimción U 


XCA vxCB, 2º definición P 


xCAUB, 3º definición U 


xe P(AUB), 4º definición P 
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1º y 5º 
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6º xe MAJUPB) > xe PM(AUB), 1º y 5º 
7º PMAUPB)cPAUB), 6º definición € 
Ejemplos.- 
(1) Dados los conjuntos A=[3] y B=[2,3,5]. Determinar P(A), P(B), P(AUB), P(An B) 
Solución 

P(A) = [[3).0), P(B) = [[2),13),(5),12,3),(3,5),12,5),(2,3,5).6) 
AUVB=(2,3,5), AnB=(3) 

PAU B)=[12),(3),(5),12,31,12,5),(3,5),12,3,5),9) 


MA nB)=[(3).0) 


| 2.18. INTERVALOS.- | 


Los intervalos son conjuntos de números definidos mediante la relación de orden en el 


campo de los números reales. 


Los intervalos son de varios tipos: 
a) INTERVALOS CERRADOS: [a,b], a < b.- 


Es el conjunto de los números reales “x” para los que se satisfacena <x <b y se 
denota por: [a.b]. En forma simbólica. 


[ab])=(xe R/a<x<b) 


Su representación gráfica es: 


e, 
a b 


OBSERVACIÓN.- Sedice xe [ab] & a<xx<b 


b) INTERVALOS ABIERTOS: <a,b>, a < b.- 


Es el conjunto de los números reales “x” para los que se satisfacen a<x<b y se 
denota por <a,b>. En forma simbólica. 
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<ab>= [xe R/a<x<b) 


Su representación gráfica es: 


——  G== EEE o" o 
a b 


También se tiene los siguientes conjuntos de números reales, los cuales se 


denominan, intervalos abiertos por la izquierda, e intervalos abiertos por la derecha 


<ab])= (xe R/a<x<b) 


Su representación gráfica es: 


respectivamente. 


gs 
a b 


lab>= [xe R/a<sx<b) 


Su representación gráfica es: 


A) 
a b 


También se tiene los intervalos infinitos que son: 


<ato>= (xe R/x>a] 


a 
Cos > ——— AOS SE Ee EO 
[aro>= [xe R/x2>a) = 
<-cob>=[(xe R/x<b) a 
<cob]=[|xe R/x<b) SR 


2.19. OPERACIONES DE CONJUNTOS APLICADOS A LO 
INTERVALOS.- 


Es este caso el conjunto de los números reales R será considerado como el conjunto 
universal. 


Ejemplos.- 


(1) Sia=<<2), hallar BA= 4 
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Solución 
CA=[xe R/xe<-o2])= [xe R/«(xe <-00,2]) 


=(xe R/(x<B)=[xe R/x>2)=<2,+0> 





CA=A'=<2+00> 


El complemento de A está formado por todo lo que no está en A dentro del conjunto 


universal R. 


(2) SiA=<2,+0>, Hallar BA= 4 
Solución 


CA = A'=jxe R/xg<2+0>])=[xe R/-(xeE <2,+00>)) 


=(xeR/-(x>2)]=[xe R/x<2]=<-00,2] 






CA=A'=<-c0,2] +c0 


(3) SiA=<1,11)yB=[7,18> HallarAUB y ANB 
Solución 


AUB=[xe R/xe<l,l] v xe [7,18>)=<LINU[7,18>=<l,18> 


+00 
.— 44 ————» 
-c0 1 7 11 18 R 


AUVB=<l.i8> 
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AnB =(xe R/xe<Lil] A xe [7,18>) =<1,11]n[7,18>= [7.11] 


ANB=[711] 
(4) SiA=<7,-1>U<0,6], B=<-,1]U[4,8>. Hallar 
a) BA=a b) AnB o &GAUB) 
Solución 


a) GA=A4'=(xe Riíxe<-7,-1>0U<0,6])=(xe R/-(xe <7,-1> U<0,6)D) 


=(xeR/+(xe <-7,-|>) A (xe <0,6)D) 
=(xeR/(-7<x<-1) A L(0<x<6)) 
=(xeR/(x<7v x2-ID) A (x<0 A x>6) 


A=<7,1>U<0.6] 
Ooo O. 
+00 
apo ps apa 
6 R 


- Co ETA 1 0 
q— -—s D— 


EA = A'=< =, 7JUÍ-LOjU< 6.40 > 


AnB=<-7.-1>U<0, |U [4.6] 
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c) 


AUB=<-00,8> 
GAUB)=(AUB)=(xe Rixe<-o8>])= [xe R/A(xE <co,8>)) 


=(xe R/Lx<8)j=[xe R/x>28]=[8,40> 


AUB =<-c0,8> 





C(AUB) = [8,+00> 
(5) Si A=<-,4]U/4,6> y B=[-12,6>U<5,7], encontrar la diferencia simétrica A A B 


AAB=(AUB)-(A mB) por definición de diferencia simétrica, ahora 
calculamos AUB y ANB 


| | I 
| 
TOA AOS: A PR 
à | | t +00 
-co -12) 1-6 -4 4 5| 16 7 R 
+ slsGr— 
-12 -6 5 6 


-c 12 -6 -4 14 5 6 A R 


AnB=[-12,6>0U<5,6> 
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C(A NB) = <-0,-12>U [-6,5] U [6,+00> 


AAB=AUVB-ANB=(AULB)NC(ANB) 


——>—————» = 8 
+co 
-o 12 -6 -4 | np 6 ”» RR 


AAB=<-00,-12>uU [-6,4]U [4,5] U [6,7] 


2.20. FAMILIA DE CONJUNTOS.- 


Llamaremos familia de conjuntos al conjunto cuyos elementos son también conjuntos. 


A una familia de conjuntos denotaremos por (4, |,> - donde cada A, es un conjunto. 
Ejemplo.- (1) (A; )icixs = [41 42,45) 
2) (A, lixa = 144.45, 43, 44, 45,46, 47,48] 
(3) (A impar = (Ay, Ag, Ago...) 
Ejemplo.- Determinar los componentes de las siguientes familia de conjuntos. 
(1) (A; Jc donde 4; =[i+n/ne Z* impar A n<5) 
Solución 
(A; Jicica = (Ay, Ao, 43,44) dedonde A =(I+n/neZ” impar an<5)=(2,4) 
A, =(2+n/ne Z* impar an<5)=(3,5) 
A;=(B+n/neZ” impar an<5)=(4,6) 


A,=(4+nineZ” impar an<5)=(5,7) 
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a) 


UNIÓN DE FAMILIA DE CONJUNTOS.- 


NOTACIÓN.- 
2 n 
(1) Ava =[Ta (2) AVA UVA, =[ TA 
i=l i=l 


DEFINICIÓN.- La unión de familia de conjuntos es dado por: 


(Ja -tuea. para algún i) 


OBSERVACIÓN.- 
(OD síixel Ja o aires, (2) xelJa o vires, 
i=] i= 


Ejemplos.- Sea [4,),<c<s donde 4, =(x+le N/x<i y xe NJ. 


E] 
Halar a) AUAVA, b) Ja 
i=1 
Solución 
a) A=(ix+leN/xsia xe N)=(2) 
Aj=(x+le N/x<3A xe N]=[23,4) 
Ag=txtle N/x<5n xe N)=[23.4,5,6] 


AJUA UA =[2,3,4,5,6) 


E) 
b) Us =AUM UMA UA UA (2,345,6) 


i= 
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b) INTERSECCIÓN DE FAMILIA DE CONJUNTOS.- 
NOTACIÓN: 


(1) AoA A =[ A (2) AAA ONA, [A 


DEFINICIÓN.- La intersección de familia de conjuntos es dado por: 
Ma =(x/xe 4,, para todo i] 
ist 
OBSERVACIÓN: 
(1) xeJA o VilxeA, (2) xe JA o dilxeA, 
i=1 i=] 


Ejemplo.- Sea la familia (A, |«<s donde A,=(x+1/x<Si, xe N) 


Halar a) ANADNA, bd) (AVADOA, e) Us 
=] 
d) (AAA VA) e) (ASA)A A) 
Solución 
Aj=(x+1/x<1, xe Nj= (2) A, =(x+1/x<2, xe N)=(23) 
A, =(x+1/x<3, xe N)=(2,34) A =(x+1/x<4, xe NJ= (2345) 


As=(x+1/1<5, xe N)=[23,4,5,6) 
a) AnA;nA=(2) 
b) A UA =(23,4,5,6), (AUADNA; =(2,3,4) 


o) Ja EA Ui fig LAS VA = (23 445,6) 


i=l 
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d) A-A=6. (A-ADOA VA)=ÂN(A VA)=O 
e) A —-A,=(5.6). 4-4 =(345)  (AS—AD)N(A — AD=15) 


ce) COMPLEMENTO DE FAMILIA DE CONJUNTOS.- 


NOTACIÓN.- (1) KA UA)=B4, nBA, 
El IZ 
O Ja-[Mfs 
1=1 1=1 
12 12 
O a(s 
i=] i= 
OBSERVACIÓN.- xe E) o xelJA & Vilxe A, 
i=] =] 


xeB( 4 o se JA & dilxe A; 
ist i=1 


d) PROPIEDADES GENERALES DE FAMILIA DE CONJUNTOS.- 


Sea E cualquier conjunto, entonces: 


(1) ga Uuns (2) gdJao=-[Jeva 
isl = i=] o 


(3) E(Ja=[Yen4 (4) go A=[ ESA) 
i=l t=1 i=l 


(5) EN =| Jão (6) E o=[ JE 
1=1 i=1 s=1 


Demostración 
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(1) Iº xe EJA por hipótesis 


2º xe E A xe JA. 1º definición mn 


1=1 
3º xe E A xe4,, paraalgúni, 2º delu 


4º xe ENA,, 3º definición N 


5º xe Jens, 4º definición U 


6º re En(JA Es xe Jo), 1ºy5º 


=) i=1 
7º ed Jo Jens. 6º definición c 
j=1 1=] 


8º xe (Je A) por hipótesis 


1=1 
O IxeEnNAR para algún 1, 8º definición U 


I0º xe E A xe 4,. 9º definición N 


11º xe E A xe Us : 10º definición U 
ii 


12º xe EJA. 11º definición n 


1=1 
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"n n 
137º ee Jena) =» XE ETA. de A [7a 
i=i =] 
14º Jensen a. 13º definición c 
=1 i=) 


n n qe 
15º Ena (Jens, 7º y 14º definición = 





2.21. NÚMERO DE ELEMENTOS DE UN CONJUNTO..- 


DEFINICIÓN.- Sea A un conjunto cualquier, al número de elementos distintos que 
forman dicho conjunto denotamos por n(A) Ilamado cardinalidad del 
conjunto. 

NOTA: n(A) se lee “el número de elementos del conjunto A”. 

Ejemplos.- SíÍA=(1,3,5,6), B=([abede), C=[2,4,2,4,2), D=0 

Solución 


MA)=4, n(B)=5, n(C)=2, n(D)=0 


PROPIEDADES DEL NÚMERO DE ELEMENTOS 


CONJUNTO.- 





(1) Si A y B son conjuntos cualguiera, entonces: nMAUB)=n(A)+n(B), sí AnB=Q 
Demostración 
Supongamos que: A tiene x elementos => n(A)=x 


B tiene y elementos > n(B)=y 
Por hipótesis no hay elementos comunes a ambos conjuntos. 
AUPB tienenx +y elementos, estoes: MAUB)=x+y=n(A)+n(B) 


MAUB)=n(A)+n(B) 
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(2) Si A y B son conjuntos cualquiera, entonces n(A — B)=n(A) —- n(A NB) 


Demostración 

Sea M=A-B=ANB',N=ANB, setiene:M UN=(ANB)U(ANB)=A 

MnN=(ANB')N(ANB) por asociatividad y conmutatividad de m 

=AmM(B'nB)nA perocomo B'nB=Q, se tiene 

Mn N=g$, luego por la propiedad (1) se tiene: 

(A) =(M UN) =n(M) + m(N)=n(AÃ-B)+n(AnB) 

de donde n(A —-B)=n(A)- n(A NB) 

MA UB)=n(A)+n(B)- nA nB) 
Demostración 

Como AUB=(A-BJUB y (A-B)NB=gú, entonces 

n(A UB)=n(A — B) + n(B) por la propiedad (1) 

=n(A) —- n(Ã n B) + n(B) por la propiedad (2) 
=n(A)+n(B)-n(A NB) 
MA UB)=n(AÃ)+n(B)- n(A NB) 

MAUBUC)=n(A) + n(B) + n(C) -n(ANB)-n(Ã nO) -n(BnCO +n(AnBnC) 
Demostración 

Sea E=BUC, entonces por la propiedad (3) se tiene: 

(A UV E)=n(A)+ n(E)- n(A N E) entonces: 

MAUVUBUO =(A)+MNBUC)-n(AN(BUC) 

=M4)+nB)+M0O)-mMBnOC)-n(ANB)U(ANC) 
=HA)+m(B)+níO) -n(BnC)-IMAnB)+nANC)-nMAnNnBNAC)) 


= (AUBUC) = n(A) + n(B) +n(C) - n(ANB) - (A NC) -n(B NC) n(ANBNC) 


Teoria de Conjuntos 119 


Ejemplo.- 


(1) Una persona come plátano o naranja cada maniana durante el mes de marzo, si come 
naranja 25 marianas y plátano 18 maianas ;Cuáântas mafianas come plátano y 
naranjas? 

Solución 
Sea U= (mes de marzo) conjunto universal > n(U)=31 
A = (mariianas que come plátano) = n(A)= 18 
3 = (mafianas que come naranja) => n(B)=25 


Ubiquemos la información en un diagrama de Venn — Euler. 


A B U Marianas que comen plátano y naranjas = x 
(A UB)=n(A)+n(B)- n(A mB) 
31=18-x+25-x—x 


3x=43-31=12 dedonde x=4 


Rpta. 4 marianas come plátano y naranja 
(2) Sean A y B dos conjuntos tales que (A U B)=24 y MA -B)= 10, n(B-A)=6. 
Hallar 5S[n(A)] — 4[n(B)] 
Solución 
Ubiquemos los datos un diagrama de Venn — Euler. 


A B Calculando se tiene: 


SIn(A)|-4[n(B)]=5(18 4(14) = 90 — 56 = 34 


(3) En una investigación realizada a un grupo de 100 personas, que estudiaban varios 
idiomas fueron los siguientes: Espanol 28, Alemán 30, Francés 42. Espanol y 
Alemán 8, Espariol y Francés 10. Alemán y Francés 5 y los tres idiomas 3. 


a) —;Cuántos alumnos no estudiaban idiomas? 


120 Eduardo Espinoza Ramos 


b) ;Cuánitos alumnos tenían como francés el único idioma de estudio? 


Solución 
Ilustraremos el problema en un diagrama de Venn — Euler, para facilitar la solución. 
E Ã En el diagrama se observa que: 
MEnAnhB=3: MAnF)=5 


(68/N n(EnF)=10 ; n(ENnA)=8 


n(F)=42 : n(A)=30 
F 
n(E) = 28 
n(AVEUF) =n(A) + n(E) + n(F) —-n(A nE)-n(A NF) -n(EnF) +nA nEnF) 
=28+30+42 -8-10-5+3=80 
por lo tanto a) No estudian idiomas = 100 — 80 =20 


b) Sólo francés 30 


(4) En un instituto de investigación trabajan 67 personas. De estas 47 conocen el ingles, 
35 el alemán y 23 ambos idiomas. ; Cuántas personas en el instituto no conocen el 
ingles ni el Alemán? 


Solución 
Para facilitar la solución utilizamos el diagrama de Venn — Euler. 
| A I= ingles, A = Alemán 
En el diagrama se observa que m(In A) = 23, 


n(A)=35, n(D = 47 por conocer N(IU A) 


Hallaremos n(INA)=(10A))=n(U)-n([0UA)=67-n([U A) (1) 
edemas nIU A)=D+nmA)-n(InA)=47+35-23=59 eo (2) 
reemplazando (2) en (1) se tiene: (U)-nIUA=67-n(1UA)=67-59=8 


por lo tanto 8 personas no conocen el Ingles y Alemán. 
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(5) Sea A un conjunto tal que n(A) = 3p + q, B es un conjunto tal que n(B) = 2q+3, y 
los dos tienen elementos comunes n(AnB)=p+q — 4 ;cuántos elementos tiene AAB? 


Solución 
Debemos de calcular (A AB)=? 
n(AAB)=nI(AUB)-(ANB)]=n(AUB)-nA nB) 
=n(A) + n(B) - n(A NB) -n(Ã NB) 
n(A A B)=n(A) + n(B) -2n(A N B)= (2p + q+29+3)-Up+q-4) 
=3p+2q+12-2p-2g+8=p+20 
(6) De 120 alumnos de una universidad se obtuvo la información siguiente: 
72 alumnos estudian Análisis Matemático. 
64 alumnos estudian Biologia. 
36 alumnos estudian Ciencias Sociales. 
12 alumnos estudian las tres asignaturas. 
« Cuántos alumnos estudian exclusivamente dos asignaturas? 
Solución 
Sean  Ax= [estudiantes de Análisis Matemático) 
B = [estudiantes de Biologia) 
C = (estudiantes de Ciencias Sociales) 


A B Nustraremos mediante el diagrama de Venn-Euler. 


Las variables x,y,z representan a los estudiantes 

2) que estudian exclusivamente dos asignaturas. 
(AS ZON Las variables a, b, c representan los estudiantes de 
una sola asignatura, de acuerdo a los datos del 


problema se tiene: 
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a+x+y+12=72 

b+x+z+12=64 

c+y+z+12=36 

(a+b+o)+Ux+y+z)= 136 ..(1) 
como son 120 alumnos, del diagrama se tiene: a + b+ c + x+y+z+12 = 120 de donde 
(a+b+ro)+(x+y+z)= 108 02) 
ahora al restar (2) de (1) se tiene: x+y+z=136-108=28 


por lo tanto, los estudiantes que estudian exclusivamente dos asignaturas son 28 


(1) En una ciudad de 10,000 habitantes adultos el 70% de los adultos escuchan radio, el 
40% leen los periódicos y el 10% ven televisión, entre los que escuchan radio el 
30% lee los periódicos y el 4% ven televisión, el 90% de los que ven televisión, lee 
los periódicos, y solo el 2% de la población total adultos lee los periódicos, ven 
televisión y escuchan radio se pide: 


a) Cuántos habitantes no escuchan radio, no lee periódicos ni ven televisión. 
b) Cuántos habitantes leen periódicos solamente. 
Solución 
Consideremos los siguientes conjuntos: 
A = (conjunto de personas que escuchan radio) 
B = (conjunto de personas que leen periódicos) « 
C = [conjunto de personas que ven televisión) 
Personas que escuchan radio 70% de 10.000 es 7,000 
Eersonas que leen periódicos 40% de 10,000 es 4,000 
Personas gue ven televisión 10% de 10,000 es 1,000 


Para facilitar la solución utilizaremos diagramas de Venn. 
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a) Observando el diagrama se tiene: 
n(AUB UC) = 4820 + 1900 + 1200 + 700 + 200 + 80 +20 
= 4820 + 3100 + 1000 = 8920, además se conoce que n(U) = 10,000 


Los que no leen periódicos, no escuchan radio, ni ven T.V. estará dado por: 
n(U) - (A UV BUC) = 10,000 — 8920 = 1080 es decir 1,080 personas adultas, 
no leen periódicos, no escuchan radio, ni ven T.V. 
b) Según el diagrama de Venn —Euler las personas que leen periódicos solamente 
son 1,200. 
En una encuesta realizada a 154 personas, se obtuvieron las siguientes 
informaciones: 6 personas cenan y desayunan pero no almuerzan 
5 personas desayunan y almuerzan solamente 
8 personas almuerzan solamente 
ÉI número de personas que realizan las tres comidas es el séxtuplo de las que sólo 
desayunan y el triple de las que solo cenan, nadie declara almorzar y cenar 
solamente. ; Cuántas personas cenan por lo menos? 
Solución 
Sean  A= [conjunto de personas que almuerzan) 
C = (conjunto de personas que cenan) 


D = [conjunto de personas que desayunan) 
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Sea x el número de personas que desayunan solamente entonces las personas que 
realizan las tres comidas es el séxtuplo de los que desayunan solamente 6x y esto es 


el triple de los que quiere decir que los que cenan solamente es 2x. 


Para facilitar la solución usaremos los diagramas de Venn — Euler. 


(o 


D 


U 


Además se tiene que: n(U)= 154 

Donde U=AUCUD, donde n(c)=6x+6+0+2x=8x+6 

n(AUCUD)=n(U) = 154, de donde al observar el diagrama de Venn — Euler se tiene: 
6x+6+2x+ 0+8+5 + x = 154, simplificando 9x + 19=154 =» 9x=135=>x=15 
las personas que cenan por lo menos es: n(c) = 8(15) + 6= 120 + 6= 126 


En una encuesta realizada en una población sobre su preferencia de tres diarios A, B 
y € se encontró el 42% leen el diario A, el 34% leen B, el 28% leen €, el 17% lee A 
y B.el 15% lee A y C, el 8% lee By C y el 66% leen al menos uno de los tres 
diarios. Determinar: 

a) Que tanto por ciento leen un solo diario. 

b) Que tanto por ciento leen exactamente dos de los diarios. 


c) Que tanto por ciento ninguno de los tres diarios, 


Solución 
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n(A)=42, n(B) = 34, n(C)= 28 


(AMB) = 17, n(ANC)= 15, n(BNC)=8 ES AN 


y MAUBUC)=66 


Sea x el porcentaje de personas que leen los tres diarios. 
Sí n(AUBUC) = n(A) + n(B) + n(C) — n(ANB) - n(ANC) - n(BNC) + n(ANBNC) 
66=42+34+28-17-15-8+x dedonde 66=62+x > x=2 
En el diagrama: mMA)=a+(17-»0)+(15-0)+x=42 > a=12 
mMB)=b+(17-x)+(8-x)+x=34 > b=1] 
n(C)=c+(15-xw)+(8-x)+x=28 => c=7 
Luego: a) Leenun solo diario a+b + c = 30% 
b) Leen exactamente dos de los tres diarios 15 + 17 +8-3x = 34% 


ce) Noeen ninguno de los tres diarios 100 — 66 = 34% 


2.23. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


é 000 


Dados los conjuntos A = faed), B=[efg) y C=(Lejk). Hallar AU(BnC) 

Sí U=(abcde), AUB=[abcd), AnB=(ac)y A-B=([b). HallarAyB 
Sean los conjuntos A=(xe Nix=5(8 1, ke N), B=(xe Nixº =85), 
C=(xe N/x? -32x+192=0). Hallar el resultado de (B—- A) NC 


Consideremos los conjuntos siguientes: A =(xe N/xes divisor de 12), 
B=([xe N/xesdivisorde 18] y C=(xe N/xes divisor de 16). 
Hallar a) (A-B)n(B-C) bb (A-BJU(B-C) 
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Dados los conjuntos A = (5,6,7,8]. B= (6,7,1,2).C= (45,79) y U = (1,2,3,4.5,6,7,8.9) 


calcular: 


a) AUB b) (ANB)UC co) An(B-C) d) C-(ANB) 


Dados los conjuntos A = (1,2,3,4], B = (2,3,5,7], C= [1,4,6,8) yU= [xe N/x<8) 


calcular 
a) AUB b AnB co) (AÚVB)nC 
d) (A-B) respectoaU e) [C-(AÚB)] respectoa U 


Si A=[xe N/x<5 v x=7), B=[2x+1/xe NA x<3] 
Hallar a) AUB bb AnB co) A-B d) B-A 


Sean A = [(1.2,3)3,1), B= (1.23), C= (23.4) y D= ([2,3),1.2,5). Hallar: 


a) AUB b) AUC co) AUD 
d) AnB e) Ant O AnD 
g) A-B h) A-C » A-D 


Sí AUB=[1,2,34), AnB=(1,3])y A-B=(2). HallarAyB 
Rpta. A=(1,2,3) y B=([1,3,4) 
SiU=[abcde), AUB=[abecd), AnB=f(ac) y A-B=([b). Hallar A yB 
Rpta. A=f(ab,c]), B=(ac.d) 


Si A=[xe Z/x es divisor de 60) E B=(xe Z/x es divisor de 42) y 


C=(xe Z* /xes múltiple de 2, menor que 20). Verificar las siguientes igualdades 
a) AU(BNO=(AUB)N(AUVC) b) An(BVCO)=(ANB)VU(ANC) 
Si A=(xeR/-3<x<5), B=([xeR/2<x<7)y C=[xe R/4<x<5). Hallar: 


a, AUVBUC b) (A-B)n(AUVC) 
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(3) 


Si P=(xe N/xes divisor de 12), Q= (xe N/x es divisor de 24] 

R=[xe N/x es divisor de 36) ;Cuál de las siguientes proposiciones son verdaderas? 
a) PnQ=PnR b) PnQ=R co) Q-R=P 

dd) PUR=Q e) P-Q=R 

Simplificar los siguientes conjuntos: 

a) (<-23]0U<0,4>)- [2,6] b) <0,4>0U<-2,3]- [2,6] 


o) (<23]UÊ2,6]) U(<0,4> MN [<-00,2> U <6,+00>]) 


Si U=(-3,2,-1,0,2,3] elconjunto universal y sean A= (-1,0,1), B= (-2,-1,0,1,2), 


€ = (-3,1,2). Determinar cada uno de los siguientes conjuntos. 
a) B' bb A e) (ANB) d) AUB 
e) BncC' D (BnC) 


Sea U = (1,2,34.5,6,7.89,10) el universo, A = [1,2,3,4,5] y B = (2,4.6,8,10). 


Determinar los siguientes conjuntos. 

a) AUB b) AnB co A-B d) B-A 

e CA np CB g GKAUB) h) GCAntB 

Si U=([1.2,3,4,5.6), A = ([14,5.6), B= [2.4,6). Determinar los siguientes conjuntos: 
a) A b B c) AnB' d) AnB 

e) AnB' D (AnB) g) AnB h AUB 

Sea U=(xeN/x<7) el conjunto universal, siendo los subconjuntos 


de U, A=txeU/x' <8). B=([xe U/x es múltiplo de 3), C=(xeU/x'>25), 


D=(xe U/xes par). Hallar B'(CUD')— AJ 
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Sean U=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14), A = (1,2,3,4), B= [1,4,13,14),C=[2,8), 
D = (10,11,12). Hallar: 


a) AUB b) AVC co) BUD d) DUC 

e) CA Db (CAJUB g) CAUCB h) C(AUB) 

D CANCB jd) CAnD) k) GAUVC) D (AUB)-D 

6 (AnB)-D m) (A-BJU(B-A) n) (AUB)>(ANB) 


o) (A-B)N(B-A) 


Siendo Z el conjunto universal y sean los conjuntos A=(xe Z/x es número par), 


B= (xe Z/x es número prímo), C= [x e Z/x es un cuadrado perfecto). Hallar 


a) ANB' b) C-(BUA) co) (AUBINC 
Sean U=(xe N/2<x<12),A=(xe U/xesimpar,x*3),B=|[xe U/5<x< II), 


C=([xe U/x es múltiplo de 3). Calcular (AB) A(BUC) 


Dados los conjuntos A=(1,2,5,7,8), B=(2,3,4,7,9), C=(1,3,5,6,8) yU= (xe N/x<9). 
Hallar 


a) ((AVUB)-(ANC)] b KANB)-(AVO 
o KMA-B)UA-C) d) [(A-BIN(A-C) 
e) C-B)-(AUVC)] D (A-BJMBUC) 


SiM=(xeN/x*<30),N=(xºE N/x<3)y eluniverso es U= (1,2,3,4,6,7,9). Hallar 
a (MnNSP-MUON) b) Hacer un diagrama de Venn — Euler. 


Dados los conjuntos A= ([2,3,5,6,8) y B = ([0,1,2,4,5.7,9] Sim es el número de 
subconjuntos no vacíos de A que son disjuntos con B y n él número de subconjuntos no 


vacios de B que son disjuntos con A. Hallar m+ n. Rpta. 38 
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63) 


Sea U=(txe N/0<x<10) y los subconjuntos A=([xe U/xes primo), 


B= [xe U/x es cuadrado perfecto), C= (xe U/x es impar). Hallar: 

a) (AUVBJY-C b) (A-C)nB 

co) (AAB)-(AAC) d) (ANCyY-(BUC)Y 

Dado los conjuntos A=(xeZ/-[x<2vx>3]). B=[xeN/(|<x<3=x=5)] 


y C=(xeZ/(x<-2v x22)-5x> 1). Hallar el resultado de (BN C)A (AN B) 


Sean los conjuntos A=[xeN/7 -x=3v x<3), B=(xe N/5-x>2 A S(6x-222]. 


C= [xe N/x cuadrado perfecto, x < 10). Hallar 


a) (AUB)N(C-A) b) (A-B)uU(BnC) 


o) (AnB)-(A-C) e) (AAB)n(BnoO) 


Dado el conjunto universal U= (xe N/x<50) y los subconjuntos: 











a=(Eljxeu A xes Nº primo); B=(DExeu a xes Nº impar) 

C=( E jseU A x es Nº par). Hallar 

a) AnB b) AAB co) AAC 
d) (AABJAC' e) (AUVB)A(AVUC) 


Determinar los conjuntos X e Y si se tiene que X A Y =(1,2,3,4,5), X'=(23,5,7), 


Y'=11,4.7) siendo el universo U = [1,2,3,4,5,6,7,8) 
Sea U=[|xeN/0<x<10) y los subconjuntos A=([xe U/xesprimo), 


B= (xe U/x es cuadrado perfecio), C=([xe U/x es impar). Hallar 


a) KAUB)-C b G(A-ONB 


o) (AUB)-(AUVUC) dy) G(ANO-ÉBUVUO) 
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St A=(xeZ/x* +4x=5x"] y B=[xe Z/3 v. yº =x) . Hallar el complemento de B 
con respecto a A es decir: A-B. Rpta. A-B=(-1.2,2] 
Simplificar y expresar en términos de reuniones de intervalos: 

a) [2,7>4A<0Ol> b) <i,4>4(<2,6>U <0,1>) 

o) [29]n(tf<o,3]U [3,6) - <2,8)) d) (<-s,5>U <6.12>)A (1,7) 


Determinar ios elementos de A y B sabiendo que A A B = [1,2,3,4,5), C;B=(1,7,4), 


CçÃ=(23,5,7), E=(1,23,45,6,7,8) 


En las siguientes proposiciones dadas indicar cuáles son verdaderas o falsas y justificar su 


respuestas. 


a) (xyz)=(zxy) b) (xxx)=[x) o) Io)=0 

d) Ilyllc(ztyyw) eo (xyle lxfxy)) D [xy)c (xtxy)) 
8) lxylclizlxyly) h) (xy)clzixyw) Do txyz)=yxwxz) 
») acta) k) (ajc (la) e) laje [fa)) 


Dibujar el diagrama que aparece a continuación, tantas veces como sea necesario, para 


representar, por sombreado, cada uno de los conjuntos que a continuación se indican. 


A B |U 
Cc 
a) AnB b) AnC o AnBnct d) AUB 
e) GAnNLB Db A-B g) E(ANB) bh) C(AUB) 


»p AntA p aviA D An(BUO D AvÚ(BAO 
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69) 


E) 


O O JO 


Verificar mediante diagrama de Venn — Euler que se cumple: 

a) AUVB=BUA bb) AnB=BnA co) (AnB)nO=An(BnC) 
d) (AVBUC=AUVU(BUC) e) An(BUCO=(ANB)U(ANC) 
9 CantB=E(AUB) g) A-B=ANÉB h) CAÚVLB=KANB) 


Mostrar. utilizando diagrama de Venn —Euler que se cumplen las siguientes propiedades: 


a) (ANBUC=(AVO)N(BUC) b) (AUB)-C=(A-OU(B-C) 
o (ANB)-C=(A-OnN(B-C) d) ACB SiBCEA 
e) Ac(AUB) Db Bc(AUÚB) g) AmBcAÃ h) AnBcB 


Simplificar las siguientes proposiciones: 


a) Any b) AnU co) AULA d) A-Q 
e) AUG 9 AUU g) AntA ho C&A) 
D C(ANU) p EA ng) k) E(AUO) D E(AUU) 


Sea A =([0,1,(1)). Hallar P(A) 
Si A=[9,1,(1)) Hallar P(A), P(PIA)) 


Sean los conjuntos siguientes A=(1,2,3),B= (xe Z x? -x-6=0), C=[xeN/2<x<6). 
D=C-(AmB). Determinar el conjunto potencia de P(P(A)). 

Sea A=11,(0),0) y B=(2.[1],(2),9), calcular los elementos de: 

a) AAB b) P(AmB) 

Sí A = (2,4). Determinar los elementos de P(P(A)) 


Dados los conjuntos A=[xe Nix* 2%? —5x+6=0), B=[xe Note I1%+3=08 


C=(23)] siD=(A-B)uUC. Hallar el número de elementos de P(D). 


tu 
toy 
td 


O) 


ORORORSES 


O) 
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Demostrar que: a) AcB > AnMcBnM, YM 
b) AcCcB => MUACMUB,VM 
Probar que: a ACB o AntB=q4 b) CADCB obtBnA=6 
Muestre que: ANnB=A > ACB 
Sean A.B cS entonces BCA «€s S-ACS-B. 


SeanA,BCS, entonces A=B & S-A=S-B. 


Muestre que: 
a) AcBcCo AUB=BnC b) (A-B)nC=(AnNC-(BnC) 
co) (AnC)-B=(A-B)n(C-B) d) AnN(B-O=(AnNB)-(ANC) 


Demostrar las siguientes propiedades: 


a) A=(ANBJU(ANEB) bb A-(B-C)=(A-BJU(ANC) 
o) AU(B-O=(AUB)-(C-A) d) AN(B-O=(ANB)-(ANC) 
e (AUB)-C=(A-OU(B-C) D A-(BUO=(A-B)-C 


2) (ANEBU(BABA)=(AUB)NE(ANB) 

h) (AVÉBA(BABA)=(ANB)UB(AUB) 

Dados los conjuntos A y B, demostrar que: 

a) S'A-B=0yB-A=40 > A=B b) SÍAAB=40 > A=B 
Demostrar que: [ANBNC]U[(A-B)-C]=[A-(B-OnlA-(C-B) 
Demostrar que: A'AB'= AAB 


Si A,B.€ son conjuntos y € c A', entonces demostrar que: ([CUB)NAIUC InB=BnC 


Probar que: A-(BNA')=A 
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E) 


308 


É) 


Demostrar que: 


a) AAB=A => ACB bb McAÃyMcB > McAnB 
co) AnB=4 o BnA4'=B d) AcBeo A-B=0 
e) AnBcC(B-A) => BCA 9 A=C,B => AAB=X 


Demostrar que: AN(BAC)=(ANBIA(ANC) 

Demostrar por definición que: P(ANBUO=PAVONPBnC) 
Probar que sí B c A, entonces: 

a) A-Be P(A-B) bb B-Ae PA-B) 


En una encuesta realizada en un grupo de 100 estudiantes, la cantidad de personas que 
estudiaban varios idiomas fueron las siguientes: Ruso 28, Ingles 30, Latín 42, Ruso e 


Ingles 8, Ruso y Latín 10, Ingles y latín 5, los tres idiomas 3. 

a) ;Cuánitos alumnos no estudian ningún idioma? 

b) ;Cuántos alumnos tenían al Latín como único idioma de estudio? 
ce) —;Cuântos estudiantes aprendían Ruso o Ingles pero no Latín? 


Rpta: a) 20 alumnos b) 30 alumnos c) 38 alumnos 

Un club deportivo tiene 48 jugadores de fútbol, 25 de basket y 30 de béisbol, si el total de 
jugadores en 68 y solo 6 de ellos figuran en los tres deportes: 

a) Cuántos figuran exactamente en un deporte? 

b) ;Cuántos figuran exactamente en dos deportes? 

Rpta: a) 39 b) 23 

Entre los varones que llegaron en un avión internacional; 40 fueron peruanos y 60 
comerciantes, de los peruanos el 75% tenían bigote y la mitad eran comerciantes; 5 de 


cada 6 comerciantes tienen higotes: de los peruanos con bigote la mitad eran 


comerciantes. Hallar: 
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a) Elnúmero de peruanos y comerciantes con bigotes. 

b) El número de peruanos o comerciantes con bigotes. 

Rpta: a) 15 b) 65 

Un club está constituido por 78 personas, de ellas 50 juegan fútbol, 32 basket y 23 voley. 
Además 6 figuras en los tres deportes y 10 no practican ningún deporte. Si x es el total de 
personas que practican exactamente un deporte, y es el total de personas que practican 
exactamente dos deportes. Hallar x — y. Rpta: 12 

De 120 personas de cierta universidad se obtuvo la información: 

72 alumnos estudian el curso A. 

64 alumnos estudian el curso B. 

36 alumnos estudian el curso C. 

12 alumnos estudian los tres cursos. 

iCuántos alumnos estudian exclusivamente dos cursos? Rpta: 28 

En el ensamblaje de autos de cierta planta, han resultado 120 unidades con fallas, los 
fallas son de embrague, dirección y caja de cambios. Sabiendo que 68 fallan en el 
embrague por lo menos, 32 en la dirección por lo menos 40 fallan solamente en el 


embrague, 5 tienen fallas en embrague y dirección pero no en la caja de cambios, 17 


tienen fallas en la dirección y caja de cambio pero no en el embrague. 
a) ;Cuântos autos les falla sólo la caja de cambios? 

b) ;Cuántos autos tienen fallas en la caja'de cambios por lo menos? 
Rpta: a) 29 b) 69 


De una encuesta a 58 personas sobre un producto en sus tres tipos se obtienen los 
siguientes resultados: 10 usan solo el tipo A, 15 solo usan el tipo B. 12 sólo usan el tipo 


C. 8usaneltipo Ay B. 5 usaneltipoByC, 15 usaneltipo Ay €. Rpta: 1 


Teoria de Conjuntos 135 


«Cuántos de los 2000 alumnos están inscritos en matemática básica pero no en física I, 
sabiendo que, 1050 están inscritos en matemática básica, 750 en física 1, 650 en Básica y 
matemática 1, 350 en física I y Básica. 300 en matemática I y física [, 1150 en matemática 


I, y 200 llevan las tres materias. Rpta: 700 


Una encuesta de 200 votantes, revelo la siguiente información conveniente a tres 
candidatos A, By € de un cierto partido que se presentaban a tres diferentes cargos: 

28 a favorde A y B 

98 a favor de A o B pero no a € 

42 a favor de B pero no de A oC 

122 a favor de Bo € pero no de A 

64 a favor de € perono A o B 

I4 a favor de A y € pero no de B 


«Cuántos votantes estaban a favor? 


a) Delos tres candidatos b) ;Solamente de uno de los candidatos? 
Rpta: a) 8 b) 142 


De un grupo de 100 alumnos, 49 no llevan el curso de aritmética; 53 no llevan álgebra y 
27 no llevan álgebra ni aritmética ; Cuántos alumnos Ilevan uno de los cursos? 


Rpta: 48 Ilevan solo un curso 


Supóngase que Juan come huevos o tocino en el desayuno cada mariana durante el mes de 
Enero (31 dias). Si come tocino durante 25 marianas y huevos durante 18 marianas. 


cuántas marianas come solamente huevos? Rpta: 6 


De 150 personas consultados sobre el deporte que practican manifestaron lo siguiente: 82 
Juegan fútbol, 54 juegan básquet, 50 solo juegan fútbol, 30 sólo juegan sólo básquet, 
además. el número de personas que juegan sólo básquet y tenis es la mitad de las que 
Juegan sólo fúibol y tenis: el número de personas que juegan sólo fútbol y básquet es el 
triple de las que juegan los 3 deportes las personas que no practican ningún deporte son 


tantos como las que practican sólo tenis. Hallar: 
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a) El número de personas que practican sólo dos deportes. 
b) El número de personas que no practican ninguno de los tres deportes. 
Rpta: a) 36 b) 17 


En una investigación efectuada a 370 personas, se determino que: 20 personas leen 
solamente la revista A, 40 personas leen solamente la revista By €, 10 personas leen 
solamente la revista A y B. ÉI número de personas que leen las revistas A. By Ces: el 
doble de las que leen solamente la revista B, el cuádruplo de las que leen solamente la 
revista C y es 8 veces mayor de las que leen solamente las revistas A y C. Hallar él 
número de personas que leen: 


a)  Solamente la revista B b) Solamente la revista C. 
Rpta: a) 80 b) 40 


En la edición de un libro hay un resultado de 120 ejemplares con fallas, en el papel. fallas 
de Impresión, fallas en encuadernación; si se sabe que 68 libros tienen la primera falla, 
por lo menos 32 tienen la segunda falia; por lo menos 40 libros tiene la primera falla 
solamente, 5 tienen la primera y segunda falla. pero no la tercera falla, 17 tienen la 


segunda y tercera, pero no la primera, 4 tienen las tres fallas, se pregunta: 
a) ;Cuánios libros tienen solamente la tercera falla? 
b) ;Cuántos libros tienen la tercera falla por lo menos? 


En la biblioteca de un colegio se realizó una encuesta sobre los libros que más leen los 


alumnos, obteniéndose los siguientes resultados: 
350 alumnos leen los libros de letras 
380 alumnos leen los libros de ciencias 


350 alumnos leen los libros de artes 
además, el número de alumnos que leen sólo asignaturas de artes es : de los que leen 


solo asignatura de ciencias. él número de alumnos sólo leen libros de letras es 7 de los 


que leen sólo libros de ciencias y letras. 
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E l Ma. 
El número de alumnos que leen las tres asignaturas es de los que leen sólo libros de 


l bia Ei á 
artes y letras y 5 de los que leen sólo libros de artes y ciencias ;cuántos alumnos leen 


solamente los libros de ciencias”? 


Una agencia de turismo realiza una encuesta entre 5000 personas para ver las preferencias 


en materia de viajes a Cuzco, Iquitos y Trujillo; 2400 personas desean viajar por lo menos 


al Cuzco. 3000 por lo menos a Trujillo, 2100 por lo menos a Iguitos. 1000 a Trujillo y 


Iguitos, 800 al Cuzco y a Iguitos, 1500 a Trujillo y el Cuzco y 500 están dispuestos a 


realizar tres excursiones se preguntan: 


a) 
b) 
c) 
d) 


e) 


iCuántos indicaron que no realizaran ningún viaje? 

«Cuántos no mostraron interés por el viaje a Iguitos? 

iCuántos desean hacer dos excursiones siempre que ninguna sea el Cuzco? 
«Cuántos están dispuestos a realizar dos viajes diferentes? 


«Cuáântos viajarán al Cuzco si y sólo si no lo harían a Iquitos ni a Trujillo? 


En una encuesia realizada en una Universidad sobre las marcas de cigarros que gustan a 


los estudiantes, se obtuvieron los siguientes resultados. 


28 estudiantes consumen Premier. 


22 estudiantes consumen Ducal. 


25 estudiantes consumen Winston. 


1 estudiantes consumen Premier y Ducal. 


15 estudiantes consumen Premier y Winston. 


14 estudiantes consumen Ducal y Winston. 


8 estudiantes consumen, Premier, Ducal y Winston. 


a) 


b) 


;Cuántos estudiantes prefieren los cigarrillos Premier o Ducal? 


;Cuáântos fueron los estudiantes encuestados? 
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En una encuesta tomada a 160 ahorristas sobre el destino de sus futuros prestamos se 
verifico que 120, se comprarían casa y que 90 se comprarían auto. ;Cuántos se disponían 
a comprar las dos cosas?. 


De un grupo de 120 personas, 45 no estudian ni trabajan; 30 estudian, 9 estudian y 
trabajan. ;Cuántas personas trabajan solamente”? 


Consideremos tres conjuntos A, B, C tales que ACC, BC C, n(C) = 120. (A U B) = 90. 

n(AnB)=30 y n(A) = n(B) + 30. Hallar: 

a) n[(C-B)nA] b) nKAUB)-(ANDB)] 

Si À es un conjunto de 8n elementos, B es un conjunto de Sn elementos, y 2n — 1 

elementos comunes, hallar la suma de los números de elementos de: (An B)n (A — B) 

y (AUB)n(A-B). 

Demostrar que: n([A AB) U C)=n(A) + n(B) + n(C) —- (ANC) n(B NC) — 2n(A NB) 
+2n(ANBnC) 


Demostrar que: n([AAB]-C)=n(A)+ n(B) — n(ANC)- n(BnC) — 2n(ANB) + 2n(ANBNC) 


Si x el máximo número de elementos de A UB UC y sea z el máximo número de 
elementos de DNENF, sín(A)=9, n(B)=7, n(C)= 10, n(D)=4, n(B)=2 y n(F)=9. 


Hallar x +2z 


Sean A y B dos conjuntos tales que: n(A U B) = 24, n(A — B) = 10, n(B — A) = 6, hallar 
Sn(A) — 4n(B). 


Si los conjuntos A y B son tales que: n(A UB)=30, n(A -B)=12yn(B-A)=10, 
hallar n(A) + n(B). 


Se sabe que “U” es un conjunto universal: n(B) = 28, n(C) = 19, (A N B) = 14, 
n(ANBNC)=5, n(ANC9)=12, MANB'NO=1I,nANBAC) = 6. n(U)=50. 


calcular n(AVO)NBT 
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68) 
6) 


69) 


CORSO 


O O O 


E) 


Si MA)=4,n(B)=3yn(AMB)=2, hallar la suma de niP(A) U P(B)] + n[P(A U B)] 


Dado el conjunto U y los subconjuntos A, By C, se tiene los siguientes datos: n(U) = 44, 
n(Ã)=21, n(B)=17, MA nB)=12, n(ANBNC)=3, mMANnBnO=5 y 
(A ÚwBUWC)=6. Hallar n(C). 


A es un conjunto de 8n elementos, B un conjunto de Sn elementos y tiene 2n — 1 
elementos comunes. Si n(A — B) — n(B — A) = 12 ;Cuántos subconjuntos propios tiene 
AnB? 


Si A es un conjunto de 8n elementos, B un conjunto de 5n elementos y tiene 2n — 1 
elementos comunes, halla la suma de los números de elementos de: (ANB)n(A-B) y 
(AUB)n(A-B). 


Sean A y B conjuntos tales que n(A) = 6. n(B) = 3, n(A NB) = 2. Hallar n[P(A A B)] 
Sin(P) = 15, n(Q)=22, (PU Q)= 30, hallar (PNQ) 

Sin(A UB)=14, n(AnNB)=6. halle n(A) + n(B). 

Si n(A) = 18, n(B)= 20, n(AnB)=4. calcular n[(A VB) n(A - B)] 


Si d(M) = 7x, n(R) = 9x, mM NR) = 5x + 3, además (MU R) = 63, calcular 
mM UR U(RNM 9] 


My N son dos conjuntos tales que: n(M UN) = 16, (MA N)=7, n(M) + 3 = n(N) 


«Cuántos subconjuntos propios tiene N — M? 


Si A=(2x/xe Z,3<x<9), B=(3n/neZ. 5<n<10), calcule 


nI(A n B)] + ní(A U B)] 


Si A=(xe N/xesimpar,x<25), B=[y/ye N, y<20) ;cuántos elementos tiene 
P(A AB) 


Si A=[2,3,4,5,...50], B=(2n/ne Z, 1<n<30), calcule n[(AUB)- (AN B)] 
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CAPITULO II 


3. SISTEMA DE NÚMEROS REALES.- 





3.1. INTRODUCCIÓN.- 


El sistema de los números reales que ahora conocemos, fue obtenido después de muchas 


reflexiones por parte del hombre. 


Desde el comienzo de nuestra civilización, ya se conocían los números enteros positivos, 
o sea 1, 2, 3, ... Los números enteros tan grandes como 100,000 se utilizaban en Egipto en 


épocas tempranas, como es 300 A.C. 


La aritmética que desarrollaron los antiguos Egipcios y Babilonios con los números 
enteros positivos mediante los cuáles podían efectuarse las operaciones de adición y 


multiplicación, aunque la división no se desarrollo por completo. 


En estos dichos pueblos usaron ciertas fracciones, es decir que los números racionales 
también aparecieron en una temprana etapa de nuestra civilización (un numero racional es 


cociente de dos enteros). 


Los que tuvieron mas éxito en el desarrollo de la aritmética y el álgebra fueron los 
babilonios, ellos tenían una notación para los números, muy superior al de los Egipcios, 
esta notación, análoga a nuestro sistema decimal, excepto por el hecho de que su base es 
60 en lugar 10, una buena notación es el pre — requisito para el desarrollo de los 


matemáticos. 
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Nuestro sistema decimal de los números llamados análogos fue creado por los Hindúes e 
introducido en Europa Occidental en el siglo XII mediante la traducción de textos Arabes. 
Sin embargo, esta notación demoro demasiado en una aceptación generalizada, mucho 
más tarde fue la aceptación de los números negativos, que se prolongo hasta finales del 


siglo XVI se descartaba las raíces negativas de las ecuaciones. 


En contradicción de la geometria que desarrollaron los Griegos solamente para su 
satisfacción intelectual y en su modelo del sistema lógico, con el desarrollo del calculo, 
los números irracionales tales como J3 TE 37 + tuvieron que sustentarse sobre una 
fundamentación lógica. esto se logró en la ultima parte del siglo XIX,. Ahora tenemos un 


sistema de axiomas, que describen completamente los números reales partiendo de estas 


axiomas podemos deducir todas las propiedades de los números reales. 


Esto es el método usado en la Geometria Euclideana, se acepta un cierto numero de 
proposición a los que se llama axiomas o postulados o hipótesis y basándose en esos 


axiomas se prueban todas las Teoremas de la Geometria. 


3.2. DEFINICIÓN.- 


Llamaremos sistema de los números reales a un conjunto R, provisto de dos operaciones 
adición (+) y multiplicación (.) Jeyes de composición interna), y una relación de orden 
denotado por ““<” y el axioma del supremo, es decir: 


1º LEY DE COMPOSICIÓN INTERNA: 


+ RxR SR 





(ab)-—s +(a,b)=a+b 


Además debe cumplirse Jos axiomas siguientes: 


A, Cerradura: VabeR > a+be R 


1 


A, Conmutatividad: a+b=b+a, VabeR 


A, Asociatividad: (a+b)+c=a+(b+rc), Vabce R 
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A; Identidadaditiva: VaeR 30€R/a+0=0+a=a 
A, Opuesto Aditivo: VaeR,d]-aeR, yesúnico, tal que: a+(-a)=(-a)+a=0 


2º LEY DE COMPOSICIÓN INTERNA: e: RxXR—sR 
(ab) -——s a.b 
Además debe cumplirse los axiomas siguientes: 


Mo Cerradura: VabeR > abeR 
M, Conmutativa: ab=ba. Vabe R 
M, Asociativa: (ab)c=a(b.c), Vabce R 


M, Identidad Multiplicativa: VaeR,d] 120, le R, talque: la=a 


M, Inverso Multiplicativo: Vaz0,3 aleR, tal que: cat =ata=l 


3º RELACIÓN DE ORDEN: 


O, Vabe R una y solamente una de las relaciones se cumplea <b, a=b, b< a (ley de 


tricotomía). 
O, Siía<b y b<c entonces a<c (transitiva). 
O, Sia<b > a+c<b+c, Vabce R. 


O, Sía<b, c>0 entonces ac<b.c 


OBSERVACIÓN: 
i)  Alosnúmeros a y b los Ilamaremos sumando, y al número a + b suma de a y b. 


à) Ena.b; a los números a y b los Ilamaremos factores y al número a.b producto de a y 
b. 


ii) El opuesto es único, así mismo el inverso es único. 
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3.3. AXIOMA DE SUSTITUCIÓN.- 


Si ayb pertenecen a un conjunto Bysia=b, entonces en toda relación se puede 





sustituir al elemento a por el elemento b sin que altere el significado de la relación. 


3.4. AXIOMAS DISTRIBUTIVAS.- 


a) a(b+ro=ab+ac, Va.bce R distributiva a izquierda 


b) (a+b)c=ac+bc, Va.bce R distributiva a derecha 
3.5. TEOREMA DE IGUALDAD PARA LA ADICIÓN.- 


Siía=bentoncesa+c=b+c, paratodoa,b,ce R 


Demostración 
1º a=b. por hipótesis. 
2º a+c=a+c, propiedad reflexiva. 


3º a+c=h+ece, 1º,2º y axioma 1.3 


36. TEOREMA DE IGUALDAD PARA LA MULTIPLICACIÓN.- 


Sí a = b entonces a.c = bc, para todo a, b, ce R 
Demostración 
Iº a=b por hipótesis. 


2º ac=ac, propiedad reflexiva. 


3º ac=b.e, 1º,2º y axioma 1.3 





Sean abce R; Sía+c=b+c entonces a=b 
Demostración 
1º a+c=b+e. por hipótesis. 


2º a+c+(-c)=b+c+(-c), 1º y teorema 1.4 
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3º ar(c+(-c)=b+(c+(-c), 2º y 4 


4º a+0=b+0, 3º axioma A, 


5º a=b, 4º axioma 4; 


TEOREMA DE CANCELACIÓN PARA LA MULTIPLICACIÓN.- 





Seanabce R; Síac=b.c y c*0, entoncesa =b 


Demostración 
1º ac=be, -.. por hipótesis. 
2” c&O, «.. por hipótesis 
g 1 1 | 
3º 3 -ceR/(ac).-— =(bc).-, «.. 2º,1º y axioma M, 
c c c 
1 1 y 
4º alc—)=b(c—), 3º y axioma M, 
c c 
5º al=bil, -.4º y axioma M, 
6º a=b, .5º y axioma My 





SUSTRACCIÓN DE NÚMEROS REALES.- 





DEFINICIÓN.- Para cualquier números reales ab e R, definiremos a la sustracción 
de números reales por: 


DIVISIÓN DE NÚMEROS REALES.- 





DEFINICIÓN.- Para cualquier números reales a,b e R, donde b * 0, definiremos al 


cociente de números reales por: 
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[3.11 EJERCICIOS DESARROLLADOS.- | 


O) 


Para cada número real a e R, demostrar que a + a = 2a 


Se 


a=a.l 
arta=al+al 
a+a=a(i+1) 


a+a=a.2 


a+a=2a 


Demostración 


- Por M; 


2 MP 


e 2d 


E 


. 4º 


y axioma 1.4 
y axioma 1.3.a 


y por M; 


y por M; 


Para cada número real a e R, demostrar que a.0 = O 


8º 


a0=a.0+0 


a0=a0+(a+(-a)) 


a0=(a0+a)+(-a) 


a.0=(a0O+al)+(-a) 


a.0 = a(0 + D+ (-a) 


a0=al+(-a) 
aQ0=a+(-a) 
a0=0 


Demostración 


- Por A; 


es 


e E 


o BP 


. 4º 


is 


y por 4, 
y por 4, 
y por M; 


y por axioma 1.3.a 


y por 4; 
y por M; 


y por A, 


Para cada número real ae R, demostrar que: -a=(-1).a 


Demostración 
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Basta demostrar que a + (-1)a = 0, porque (-1).a, y —a son inversos aditivos de a por A, 
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Luego a+(-l)a= l.a+(-1a, 


a+(-Da=(1+(-I)a, 
a+(-l)a=0.a, 


a+(-la=0, 
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- por axioma 1.3 
. por axioma 1.3.b. 
- por A, 


. por ejercicio 2. 


-a=(-1)a 


Para cada número real a e R, demostrar que -(-a) = a 


o 


tea 


Do 


3º 


4º 


a+(-a)=0 


(Ca) +((CaD)=0 


Ca) +((a))=a+(a) 


-(-a) =a 


Demostración 
«.. por A, 
« por 4, 
Mis 


-.. 3º y por teorema 1.6 


Para cada número real a,b e R, demostrar que (-a).(-b) = a.b 


o 


tea 


po 


3º 


4º 


No 


6º 


(-a).Cb) = [-Da)l- Db] 
(a).t-b) = (-Dfa((-Db)] 
(-3)-b) = €DICDa].b 
(-a)Cb) = (DI(-a)].b 
(-a).(-b) = [CIX-a)].b 


(-a)(-b)=a.b 


Demostración 
. por el ejercicio 3 
.1ºy M, 
.2 y My. M, 
. 3º y ejercicio 3 
4º y M, 


- 5º y ejercicio 4 


Vabe R, demostrar que a.(-b) = (a.b) 


1º 


a(-b) = a((-1).b) 


Demostración 


-.. por ejercicio 3 
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2º a(-b=(a(-D).b 1º y por M, 
3º a(-b)=((-1a).b .. 2º y por M; 
4º a(-b)=(-IXa.b) .. 3º y por M, 
5º a(-b)=-(ab) «.. 4º y ejercicio 3 
6º Lab=(-IXab) -.. Por el ejercicio 3 
7º (ab)=((-1)a).b .. 6º y por M, 
8º Lab)=(-a).b .. Tº y ejercicio 3. 
9º a(-b)=-(ab)=(-a).b sd 48º 
Vabe R, demostar que a.(b-c)=a.b-—a.c 
Demostración 
Iº alb-c)=a(b+(c) -.. definición de sustracción 
2º a(b-c)=ab+a(-c) , ... 1º y axioma 1.3.a 
3º al(b-c)=ab+(-(a.c)) ... 2º ejercicio 6 
4º a(b-c)=ab-a.c ... 3º definición de sustracción 
Para a e R, demostrar sí a * 0, entonces a” -— 
Demostración 
1º al=(albl -. por M3 
E ama 9 RR di 


Sê ad: sa ... 2º definición de división 
a 
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(O)  vabeR abzo0,demostrar que (ab)! =a”!b! 





Demostración 
1º (ab) E = rM 
“(ab) «e PO 4 
2º (ab)lab)! =1 .. 1º y definición de división 
3º (ab)ta!b!y=(a)(a)! (b)4b”!) ... por M, 
4º (ab(a!b!)= (05 4b.5) ... 3º, M, y definición de división. 
a 
sº (ab(a!b')=0XD=I a FM, 
6º (aba !by=1 ae dESP 
7º (ab)(ab)! =(abxa!b!) .. de2º y 6º 
8º (ab)l=a!b” «. 7º y teorema 1.7 
Vabcde R,bz0,dz0, demostrar que: agito = audio 
bd bd 
Demostración 
1º a =ab!+cd” ... por definición de división 
a c = 1 = 1 
2º -+—-=(ab )d(d—o)+(cd )(b— asno or M 
Ea (ab JK ru (cd » yP 4 


3º D+ 5 = (ab! dd ted bb) ... 2º y definición por división. 
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4º ge =(ad(b! dD+(bo)(b ld!) 3 My 
o a c — -1 É ira 
3 E + pr =(ad)(bd) +(bo)(bd) «. 4º y ejercicio 9 
u C =] é 
6 E É =(ad+b.c)(bd) ... de 5º y axioma 1.3.b. 
qocqp Engine. Ee . 6º y definición de división 


bd 


REPRESENTACIÓN DE LOS NÚMEROS REALES.- | 





Entre los números reales y los puntos de una recta se puede establecer una 
correspondencia, es decir: 


Si sobre una recta se fija su origen “O”, una unidad. y un sentido positivo, entonces. a 
cada punto de una recta le corresponde un número real y reciprocamente, a cada número 
real le corresponde un único punto de la recta, al número real correspondiente a un punto 


de la recta se le llama abscisa del punto. 


NOTACIÓN PARA LOS CONJUNTOS DE NÚMEROS.- 


Conjunto de los números naturales. 
Conjunto de los números enteros. 
Conjunto de los números racionales. 
Conjunto de los números irracionales. 


Conjunto de los números reales. 


Conjunto de los números complejos. 
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CONJUNTO DE LOS NÚMEROS REALES 


“ 


É, is sé 
= entero positivo 


* “Lao =(jipe ra 


Z  enteros negativos 





(o) 


Decimales periódicos = Oabc= gba 
999 
racionales 
R Decimales periódico mixto = O.abcde = deco 
99900 
Decimales exactos = O.abc = gh, 
. 1000 


O=t51 abeZ, b+0) 


É propios: dE, Bica. 


1 
1] 
«< 
1! trascendentes = fe, 7,...) 


3.13. DESIGUALDADES.- 


La correspondencia entre los números reales y los puntos de una recta pueden usarse para 


I 
Irracionales 


dar una interpretación geométrica de la relación de orden entre los números reales. 


La relación a < b significa que sobre una recta numérica el punto A corresponde al 


número “a”, que se encuentra a la izquierda del punto B correspondiente al número “b 


A B 
——e————+———» 
a b 


El símbolo < se lee “Es menor que”. También usaremos los símbolos siguientes: 


>, que se lee “Es mayor que”. 


<, que se lee “Es menor o igual que”. 


2, quese lee “Es mayor o igual que”. 
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3.13a DEFINICIÓN.- 
à) | Un número real “a” es positivo sí, a > O. 
ii) Un número real “a” es negativo sí,a < O. 
3.13b DEFINICIÓN.- 


Liamaremos desigualdad a una expresión que indica que un número es mayor o 


menor que otro. Por ejemplo: 5<9. 


3.14. AXIOMA DE LA RELACIÓN DE ORDEN.- 


Vab.ce R.. se tiene: 


O, Orden de tricotomía: una y sólo una de las siguientes posibilidades se cumple: 
a=bva<bva>b 


O, Ordentransitivo: sía<b À b<c = a<c 
O, Orden de adición: sía<b > a+c<b+c 
O, Orden Multiplicativo: sía<byc>0 = ac<b.e 


En base a estos axiomas daremos las siguientes definiciones: 


3.15. DEFINICIÓN.- 


i) a<b «e b-a es positivo. ii) a>b e a-b es positivo. 


iii) a<b o a=bva<b iv) a>b & a>b v a=b 


3.16. TEOREMA.- 


VabedeR; Sía<cab<d es atb<c+d 
Demostración 
Iº a<e por hipótesis 


2º ar+b<b+c 1 y O. 
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3º b<d por hipótesis 
4º b+re<c+d 3ºy O; 
5º ar+b<c+d 2º,4º y O, 


3.17. TEOREMA.- 


Para abe R, sia<b > a>-b 


Demostración 
Iº a<b por hipótesis 
2º b-a>0 1º y definición 1.14 i. 
3º (b-a+C-b)>0+Cb) 2ºy O; 


4º ar+(b+Cb)>-b 3º, A y A 
5º -a+0>b 4ºy A, 
6º -a>-b 5ºy 4 


3.18. TEOREMA.- 


Sía,bceR, donde a<b a c<0O > ac>bc 


Demostración 
1º a<b por hipótesis 
2º c<0 por hipótesis 
3º -c>0 2º y definición 1.14.i) 
4º -ac<-be 1º,3º y O, y ejercicio 6 


5º ac>b.e 4º y teorema 1.16 
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3.19. TEOREMA.- 


ParaaeR a£0 > a?>0 


to 


ds 


az0 


a>0 va<0 


sta>0 => aa>0a 


a 


250 


sía<0 > -a>0 


(-a)(-a) > 0. (-a) 


a 


2 >0 


3.20. TEOREMA.- 


Para ae R,a O entonces a”! tiene el mismo signo que “a” es decir: 


i) 


à) 


ii) 


Sí 


1º 


pe: 


3º 


4º 


e 


6º 


a>0 > a !>0 


a>0 
a! <o 
aa! <0 
I<0 
a! >0, 


Sía>0> a!>0 


Demostración 
por hipótesis 
Iºy O 
2ºy O, 
3º y ejercicio 2 
2º y definición 1.15i 
5º y O, 


6º, ejercicio 2 y 5 


i) Sía<co> al<o 


Demostración 


por hipótesis 
hipótesis auxiliar 
1º,2º y teorema 1.18 
3ºy M, es absurdo 
por 2º y 4º 


1º y 5º 


Su demostración es en forma similar. 
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3.21, TEOREMA.- 


Para a,be R, donde a y b tienen el mismo signo, sí a<b => a! >b! 
Demostración 


Como a y b tienen el mismo signo entonces se tiene dos casos: 


D) a>0 A b>0 n) a<0O A b<O 
» 1º a<b por hipótesis 

2º a>0 A b>0 por hipótesis 

3º at>0 A b!>0 2º, teorema 1.20 

4º aq <ba 3º y1º%; 04, 

sº (aa!bb!<(ba!! 736: 0; 

6º (aa! <(bb!a”! SºyM, 

7º belas 6yM, 

a ad 7yM, 


9º sgvacb> al>b! 1ºy8º 


ii) Su demostración es en forma similar. 


3.22. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) Sia>b>0, Demostrar que: a? >b”, dondeabe R. 
Demostración 
Por hipótesis se tiene a>b>0 => a20 a b2>0 
Como a>2b => a+b>2b20 => a+b20 «.. (0) 


a>b > a-b>0 -.. (B) 


Sistema de Números Reales 
de(o) y (B) setiene: (a+bXa-b)>0(a-—b) 
de donde a? -b2>0 > a*>b? . Sia>b>0 > a >b” 


Siab>0 y a >b” >» a>b 


Demostración 


Por hipótesis se tiene a?>b? > a?-b?>0 dedonde (a+bXa-b)>0 ... (0) 








como a>0 À b>0 => a+b>0, de donde ! >0 « (B) 
a+b 
de (0) y (B) se tiene CCO ,o, de donde a-b>0 entonces a>b. 
+ 
Sib>a>0 y c>0. Demostrar: méd 
Cc 
Demostración 

Como b>a>0 > ab>0 ... (1) 

b>ay c>0 > b.c>ac Eco (2) 


en (2) sumando a.b > O en ambos lados. ab+b.c>ab+a.c 








b(a+c)>a(b+c) , de donde: at E 
+c b 
Si ab,c,d>0 y 2, Demostrar Ea da 
b d b+d d 
Demostración 
a € 
Como E > A , dondebd>0 = ad >b.e ..« (1) 


Además c>0, d>0 entonces c.d > O 


Sumando c.d > 0, a ambos miembros en (1): ad+cd>bc+cd 
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d(a+c)>c(b+ d), de donde: cb E 
b4+d d 
(5) Para a,b,c números reales. Demostrar que a +b? +c? >ab+ac+be 
Demostración 
VabeR, (a-b) >0 a? +b” -2ab>0 
VaceR, (a-c) >0 = a” +c? -2ac>0 
VbceR, (b-c) >0 b? 4cº-2bc>0 


Aa” +b? +c?)-Hab+ac+bc)>0 


de donde a? +b? +c? Dab+ac+bc 





(6 Vabe R*, demostrar que ear >vVab 
Solución 
Como abe R* > VJa-VbeR 


Sí Ja-vb ER > (Va-vb) >0, de donde a+b-2Vavb>0 = a+b>2Nab 





ame EL 








2 
1) Demostrar que sía <b, Entonces act cb 
Demostración 
Como a<b> a+a<a+b > 2a<a+b cos iQl) 
a<b >» atb<b+b > a+b<2b se (2) 
e : a+b 
de (1) y (2) por transitividad se tiene: 2a<a+b<2b jo as ; <b 


Demostrar que si, a? +b =1,c?+d? =1 , entonces: 12 a.c+ b.d. para a,bcde R 
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Demostración 
VaceR, (a-c)>0 > a? +c? >2ac ... (1) 
VhbdeR, (b-d)'>0 > b?+dº>2bd se. (2) 
sumando (1) y (2) se tiene: o +” se tê Z2ac+bd) 
2>UMac+bd) “. ID>ac+bd 


(9) Vabede R* yne Z*,demostrarque: a" +b" 4c”r 4d” > 4 abcd)"'? 
Demostración 
abe R* > q",b"e R*,pero a” -b” E R, entonces: 


(w -b") 20 => 0 sb” 5 darb" cai) 


cde R* > c";d"e R*,pero c”-d" E R, entonces: 


(c"-d"y)>0 > cr4d” >2c"d” Lol2) 
Sumando (1) y (2) se tiene: a! +b” +c! 4d” >2Ma"b" +c"d”) ..+ (3) 
(Varb" Neta" 2 >0 > abr +c'd" >2Na"bro'a” ... (4) 


9 9 bs 2 
4 scradr >ava"b'o'd” 


a ab” 4.€" sd” E 4gboy”” 
Sia+b+c=1, dondea,b,c > O. Demostrar que (1 -aX1l —-b)(1 —- c) 2 8abc 
Demostración 


Como a,b,c>0 = Va.db.Je >0 entonces: 
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db-loc e R b+c>2Nbe 
Ja-e ER 53 a+c>2ac 
Va-lbe R as+b>2/ab 


(b+ec)Xa + ca + b) > 8abc sas (E) 
l-a=b+c 
Pero sia+b+c=1 = l-b=a+e aro (DB) 
l-c+ta+b 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: (1 -aXl- bd — c) 2 8abc 


(11) Si abc,d e R*, Demostrar que:  (ab+cd)ac + bd) > 4abcd 


Demostración 
Como abc,de R* > ab>0, cd>0, ac>0, bd>0 
De donde Jab-«cd E R, y Vac—-bd E R, entonces: 
ge 20 a >2vVabcd 





(Vac-bd) >0 ac+bd >2abcd 
multiplicando se tiene: (ab + cd ac + bd) > 4abcd 
(2) Seanab,c,d e R* tal que EL demostrar que: EE 
b d b b+d d 


Demostración 


Como - 4 > ad<bc porque bde R* ad < b.c, sumando a.b, a ambos 


miembros ad + ab < bc + ab, factorizando 


a a+c 
a(b+ d)<b(a+c), de donde) —< sapo (UR 
( )<b( ) » Rad €D) 


En ad < bc sumando cd, a ambos miembros ad + cd<bc + cd, 
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A 2) 


Factorizando d(a + c) < c(b + d), de donde: 
+d d 





a+c a+c c 
A —— <— 
b+d b+d d 





De (1) y (2) se tiene: e 


a+c c 
b b+d d 





De donde por transitividad se tiene: 


Si a.b,c y d, son números reales cualesquiera. Demostrar que: a* +b* +cº +dº >4abcd 


Demostración 


Como abcde R > a,bº,c”,de e R, además: 


A -bER a -b2)2>0 


e -geR (ec? =d”)y* >0 
de donde al efectuar se tiene: a? +b!*>2aºb? ... (1) 
c'+d'>2c'd? «+ (2) 


Sumando (1) y (2) miembro a miembro se tiene: 

at +b' +c!+d!>2Maº'b' +c'd?) ce. (3) 
Como ab, cde R > ab-cdeR, entonces: (ab-cd)? 20 de donde 
ab? +cid? >2abcd => Ua'b” +c'd?)>4abcd ce. (4) 


de (3) y (4) por transitividad se tiene: at +b' +cº+dº >4abcd 


: l 
Sia>0,ae R, demostrar que: a+—22 
a 


Demostración 


Como a>0 => va>0, de donde afiiç E R porlo tanto 


Ja 
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(Va palio 20, desarrollando se tiene: a- pás 20 de donde a Ro Bm 
Ja a a 


= bc ac ab 
Si ab,c,e R*, demostrar que: UE PGE Ne 
a G 


Demostración 


Por hipótesis se tiene que a,b,c > O, entonces 


z >0, a >0, “50 entonces aplicando el ejercicio 14). 
c c 
Setiene: 242>2, Le Loapl seo) dm) 
b a cb Ce “d 


Ahora a (1) multiplicamos por c,a,b respectivamente. 


EE E pi 

b a 

dm s Easy 
c b b a c 

E bo) 

c a 


NEC)» 7a+b+0) Ed EM PRATA 
a c 


a+b ca b 


a+b+l b+1 a+l 





Sia>20,b2>0, demostrar que: 


Demostración 
Como a>0,b2>0, entonces a+1>1, b+121 luego se tiene: 


[ares [a Gn 


b+121 a+b+1>a+l 


asd s a 


a+b+1 b+41 a+b+1 as 








ahora invirtiendo cada una de las desigualdades: 
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multiplicando a las desigualdades por a y b respectivamente. 


a <a b 


Ra EO” gaga 








ERicAR 
l 


a 


Sumado estas dos desigualdades se tiene: < 
a+b+1 b+41l as4l 








(17) Siabe R,bx0. demostrar que: een: < Fa 
a +ab+b 3b 
Demostración 
a ” bo 3%? 
Completando cuadrado en a” +ab+ b” setiene: a? +ab+b” = =(a+ Eid a aca361) 
b bo 
Como abe R = Ci E R, de donde fais) 20 
3». E 
Sumando o se tiene: (a+ > sm, > — O) 
Ahora de (1) y (2) se tiene. 
3, 
aê +ab+b? > E como bO invertimos Ee ines < a 
4 a +ab+b” 3h 


Sia>0y b<0, Demostrar que: ee < 1 
a a 


Demostración 


tua . 


Comoa>0, b<O => ab<0, sumando a ambos miembros se tiene: 


a+bha<a, dedonde alb+ 1)<a ... (1) 


l 
Como a>0 = A >0, ahora multiplicamos a (1) por — 
RE 2 


Obteniéndose 





b+1 1 
ta simplificando a ai 
ad bd 
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Sia>0,b>0 talque a+b= 1, demostrar que: ab<+ 
Demostración 
Como a>0,b>0 => a-be R, de donde: 


(a-b)? >0 > a? -2ab+b? >0 sumando 4ab. 


a” +2ab+b? >4ab de donde: (a+b)? 24ab 


E 
perocomo a+b=1, setiene 1>4ab, porlo tanto ab< ã 


3 
Sia>0,b>0, 3a 5b, demostrar que: Eigue >2 


Demostración 
Como 3a*5b => 3a-5bx0 y 3a-5be R entonces (3a-5b)? >0 


Desarrollando se tiene: 9a? -30ab+25b? >0 





Sumando 30ab, a ambos miembros: 9º + 25b” > 30ab multiplicando por 





15ab 
2 2 
á 3 
ge > dO + de donde: a, >2 
I5ab 15ab Sb Ia 
3.23. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 
, , ás 1 
(1) Sia y b son números reales positivos, demostrar que: (— id +b)>4 
a 
, z =" 
(2) Si a,b.c son números reales positivos, demostrar que: (—+ b +—(a+b+c)>9 
a c 
(G) Si ab,c,d son números reales positivos, demostrar que: 


(Ea di qe 
a bb & dl 
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; A a 3 b? 
Sia y b dos números reales positivos tal que a > b, demostrar que: A 2 +43 
a a” 
a. 0 
VaeR, az0, demostrar que: a +— 26 
Siabce R*.demostrar que: (b+c)a+c)Xa + b)> 8abc 
Si abe R, demostrar que: alb+rab! <a” +b? 
Siabce R, demostrar que: a? +b?+c?+3>Ua+b+c) 
Si O<a< 1, demostrar que a" <a 
g » a CE 
Si abc son números reales positivos y — « - <—. Demostrar que: 
a c 


q erf df 
a at+b+c cc 


Demostrar que si abc son números positivos y no iguales entre si, entonces: 


(a+b+cXa” +b? +c?)>9abc 


Si ab, son números positivos y no iguales entre si. Demostrar 
(a+b+cXa! +b 1 +c!)>9 


Si a y b son números reales diferentes de cero. Demostrar 
2 2 

E nt s99»88 Se 

PP a b a 





Si a? 4+b? =1. Demostrar que: — 2<a+b<v2 
Sug. (x-7))>0 > 2x? +y))2>(x+9)” 


: 2 
Sia+b=c, a>0,b>0, demostrar que: a? 4h? >c?/3 


a b Cc 
Si b>c>0, demostrar que: — +— 2 —— 
aa é q l+ra 1+b I+c 


que: 


que: 
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Si a,b,c 20, demostrar que: 3abc < ED se 

a d 

Sic>0,d>0,2dz3c, demostrar que: —>1I-— 
Cc 


"b 


Sia>0,b>0, a b, demostrar que: da db >2 


b Ja 


2 


Si abce R, demostrar que: bic +c'a”+a'b” > abcla+b+c) 


Sea a+b=2. donde a y b son números reales. demostrar que: a! +b* >2 


Si al+b?+c?=] y x +y! 42º =], demosirar que: ax + by +cz<l 


Sia>0, b>0, demostrar que: pa q 
bd? aq ab 


Si0O<a<1, demostrar que: a? <a 


Zab 


Si ab>0, demostrar que: Vab > 
a+b 





O VOO COVDOVDO 


Sia>0,b>0, demostrar que: 
E 1 2 
Sia>0, ax 1, demostrar que: a +— >a” + 


Sia>0 y b>o0, demostrar que: aa? +b')>(a +b)” 


Sia y b son números reales. demostrar que: Va +cP+(b+d) < va? +b 4 Vc? +d? 


BO 


Si abce R*, demostrar que: (a+b+c)” > 27abc 


Si a.b.c y d son números reales cualesquiera. Demostrar (ab + cd »P <(a?+c?yxb' +d”) 


La 
ei 
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BOCOOO JJ OCOJOCOBO 


E) 


Siabe R, demostrar que: o abiê lar by 


1 la+bl+4 ã 


Sia >0 y b>0, demostrar que: (a 41) a qpa dy > 
a b 2 a+b 


Sia>0, b>0 talque a+b=1, demostrar que: (04P (pr iz 
a 


Si ab.cde R. demostrar que: ac+bd < Va? +b Ke +d?) 


SiabeR talque a+b=,demostrar que: a” +bº 2: 


SiabeR tal qe a+b=3, demostrar que: a +b' > - 


Si abcde Rº, demostrar que: ala +b+c+d)>Yabcd 


Si aj,.ã,,..,4,, bybo.....b ER tal que: ajra;+.+al=1,bi+b;+.+bi =, 


demostrar que: ab/+asb;+..ta,b, <1 


Demostrar que si -1I <a<O entonces a“ >a 


Si-a>0y (a-b)? > (a+b)”, entonces b >0 


a | 
SiabeR, talque 2a+4b=1, Demostrar que: a +b” RT 


Sia>0, b>0 > al+b'>a”b+ab? 


Aa ad 
y q="1""2 "3 “= ""  gemostrar que: 
n 


Si Xico R y Ss B=UkdoX 


n 


B<a. 


E a bc a b+a+c €c 
Si abemn.p eR/m>0,n>0,p>0: —<-—<— entonces: —<-———— <— 
mn p m m+n+p Pp 
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aqta+..+a, 


É 


Probar quesi a, <a, <..<a, entonces aj< <a, 
n 
É) ae) 
; Cia 
Demostrar que si O<a<b<c entonces: -———— <a+b+c 
3c(b—a) 


Probar que: a“ +b* +c* +dº >4|abcd| para abede R 


Sia,b,c > 0, demostrar que: pata me 4; Cc) >be(tb+o)+ac(cra)+ab(a+b) 


ORORO 


Demostrar que: ab? +b?c? +a?c? Dabc(a+b+c) Vabce R 


n 





VxeR yn par, demostrar que: <— 


2 
x" +41 


a+br 
l+r 


Demostrar que si r>0Oya<b entoncesa a< <b 





Sia y b son números positivos y distintos, demostrar que: — +—> >—+— 


BO CO 


Consideremos x, y, Z, W números reales, demostrar que: 
E 2 E 
xX+y+7+w E di vZ+yWw+ zw) 


; : : =” E dr 
Sia y b son números desiguales positivos demostrar que: a+b< did — 
a 


Si a,b y c son números positivos distintos. Demosirar que: (a +b+c)” < 3a? +b? FE) 
Si a y b son números positivos distintos, demostrar que: (a? +b'Xa+b)> (a? +b?)? 

: z dane AO RD E ADE Ee) 
Si x.y son números distintos, demostrar que: (x +y Xx +y9)>(0 +y”) 


Si x,y,Z son números positivos distintos, demostrar que: 


OROROROIMO 


xyx +y)+yzy+7+xz(x+2z)> 6xyz 
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Demostrar que: asb<l = 





Pc? 
b= 


a-l 


O O 


Sean a,b,c,x,y,Zz números positivos distintos, demostrar que: 


(a? +b? +c A? + y? +27) > (ax+by + cz)? 


3 3 
Demostrar que: O<d<c => S->d'te-d) 


O 


4 3 
Sio<d<c > Pe-aj< ES cce-a) 


Six>0,y>0,z>0, demostrar que: 


B O 


a) xyz=1 > x+y+223 
b) xyz=l Ax+y+2=3 O x=y =z=1 


Demostrar que: x>0, y>0, 2>0 = Epa 
» 


É) 


io (sug: ps | y ejercicio 64) 
x yZx 


Demostrar para todo ay breal /ab< ota? +b? 


SixeyeR, demuestre que: |x|+|y|> |x+y| 
Si Xj,%3,-»X, € Rº talque x,x9...x, =1. Entonces x +X +..+x, 21 


Si abe R, demostrar que: (a +b)* < 8(a” +b*) 


Eli 
Si a>0. probar que: Eai Sn al 


Vx+a 


O COCO O 


std 2 2 
SiabceR'y sia? +b'+c” =8, demostrar que: a" +b' + 16 É 


O O 


UN 
Si a>0, b >0, demosirar que: (star +b)>4 
- Db 
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a+b+c 


Demostrar que sí a,b,c nos números reales positivos entonces > abc 


SíVabe R talque a>20 Ab>0y a<xx)<b >» Va<xx<vVbv-lb<x<-Va 


Si x), X3,., X, ER, talque x,.x,...x, =1. Demostrar que x, +x, +...+x, 2n 


Si a,be R*, Demostrar que (a? +b?Xa+b)? >8aºb? 


DOIDO O 





Sia+b+c=o0, Demostrar que: a, ie a at 
a br TG as db” e 
; + La 8 
(78) Siajbe R', Demostrar que — +— > E 
a br (a+b)f 


3.24. INECUACIONES.- 


3.24.1 DEFINICIÓN.- Una inecuación es una desigualdad en las que hay una o más 
cantidades desconocidas (incógnita) y que sólo se verifica 
para determinados valores de la incógnita o incógnitas. 


Ejemplo.- La desigualdad: 2x+1>x+ 5, es una inecuación por que tiene una 


[REA] 


incógnita “x” que se verifica para valores mayores que 4. 
3.24.2 INTERVALOS.- Los intervalos son sub-conjuntos de los números reales que 


sirven para expresar la solución de las inecuaciones, estos 
intervalos sé representan gráficamente en la recta numérica real. 


Consideremos los siguientes tipos de intervalos: 


a) Intervalo cerrado.- a<b 


+ —— 


lab]=(xe R/a<x<b) a b 


b) Intervalo abierto.- a<b 


+ dess —» 


<ab>=[(xe R/a<x<b) a b 
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c) Intervalo cerrado en a y abierto en b.- 


lab>= (xe R/a<x<b) L ; 


d) Intervalo abierto en a y cerrado en b.- 


«—f——— ip 
<ab]) =(xe R/a<x<b] a b 


e) Intervalo infinitos.- 


4 ——— 
+oo> = R/x2 
[a (x e x2a) “ 
<ato>=[xe R/x>a] «— Cs 
a 

<ob]=(xe R/x<b)] «— O ——» 

b 
<cob>= [xe R/x<b)] «— E +» 

b 
<-co,+o> = [x/x e RJ EmEea 


<o, a>U<atob=[xeR/x£a) > (O) — 


a 
Nota.- (1) Síxe [ab] & a<x<b 


Ejemplo.-  Demostrar que: six €e[2,4] entonces 2x + 3 € [7,11] 
Solución 
xe 2.4) =» 2<x<4, multiplicando por 2 
4<2x<8, sumando 3 
7<2x+3<ll 
Si7<2x+3<ll => 2x+3 e [7,11] 


Porlo tanto, síxe 2,4] => 2x+3€ [7,11] 
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(2) Síxe <ab>b o a<x<b 


Ejemplo.-  Demostrar que: Sí 2x -6€e <-4,4> => xe <1lj5> 
Solución 
2x-6e <4,4> => 4<2x-6<4. sumando 6 
2<2x< 10 dividiendo entre 2 
I<x<5, entonces xe <l,5> 


Porlo tanto, sí 2x-6e <-4,4> => xe <1.5> 


3.25. CONJUNTO SOLUCIÓN DE UNA INECUACIÓN.- 


Se llama conjunto solución de una inecuación a todos los números reales que la 
verifiquen, es decir, que dichos números reales dan la desigualdad en el sentido prefijado. 


3.26. RESOLUCIÓN DE UNA INECUACIÓN.- 


El resolver una inecuación consiste en hallar un conjunto solución: es decir. encontrar el 
intervalo donde están los valores que puede tomar la incógnita para que verifique la 


inecuación. 


3.27. INECUACIÓN DE PRIMER GRADO EN UNA INCÓGNITA.- 


Las inecuaciones de primer grado en una incógnita, son de la forma: 


ax+b>0 o ax+rb<0 o ax+b>20 o ax+b<0, ax£0 


Para resolver estas inecuaciones se debe considerar a > O, es decir, sí a > O, entonces: 


X + — — Õ AX S—— 
a 


Su representación gráfica es Ed Ny 


CO———————». 6 — > ————— O» 
.6 X x b 
a “à 
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pa b " b 
Luego la solución es dado en la forma: XE <-——,to>b 6 XxE <-0,—— > 
a a 


Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones. 


(1) 3x-4<x+6 


Las inecuaciones de primer grado en una incógnita, se resuelve, expresando la inecuación 


Solución 


en la forma: 


En un sólo miembro se pone la incógnita, en el otro miembro los números, es decir: 


3x —-x<6+4, simplificando se tiene: x <5, esdecir: xe <-00,5> 


E á La solución es: xe <-00,5> 


(2) %x-4)+4x<71x+2 
Solución 


Poniendo en un sólo miembro la incógnita y en el otro miembro los números: 
3x—- 12 +4x<7x+2 => 3x+4x-7x<2+ 12 simplificando O< 14 


esta desigualdad obtenida es cierta, entonces la solución de la inecuación dada , es el 


conjunto de todos los números reales (x e R). 


(3) 5x-4(x+5)<x-24 
Solución 


En forma análoga a los ejemplos anteriores en un sólo miembro ponemos las incógnitas y 
en el otro miembro los números:  5x-4x-x<-24+20 simplificando O<-4 


Como la desigualdad obtenida no es correcta, entonces no hay ningún valor de x, que 


verifique que la inecuación dada. Por lo tanto la solución es el vacio (9). 
(1)  2<x5-3x<1l 


Aplicando la propiedad de transitividad: asb<ce e asbab<c 
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2<5-3x<ll & 2<5-3x A 5-3x<ll 


La solución es: xe <-2,1] 


& 3x<5-24A5-1l<3x 


o xsi a 2<x ficando 


CA —> 


3.28. INECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO EN UNA INCÓGNITA.- 


Las inecuaciones de segundo grado en una incógnita son de la forma: 


ax? +bx+c>0 6 ax? +bx+c<0, a£0 


donde a,b,c e R, siendo a 0, la solución de estas inecuaciones, se obtiene mediante las 


propiedades de los números reales o también por medio de la naturaleza de las raíces del 


trinomio ax? +bx+c=0. 


a) 


CARÁCTER DE LAS RAICES DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO. 


Consideremos ei trinomio de segundo grado 


ax? +bx+c=0,cona>0 0] 


al analizar el valor numérico de la ecuación (1) dando valores reales a x se presentan 


tres casos: 
. PA - 
1º Caso.- Si A=b” —4ac>0, entonces hay dos valores reales diferentes 1, <> 
que anulan al trinomio ax +bx+c=0. 


Es decir: a(x—n )Xx—-r,)=0, si se hace variar x a lo largo de la recta real resulta: 


i) Cuando x toma valores menores que n, los factores (x—-n) y (x—r;) son 
negativos, luego el trinomio ax? + bx+c , tiene el mismo signo del coeficiente 
de Sar. 

ii) Cuando x toma valores intermedio entre m y r»; entonces el factor (x—1,) es 


positivo y el factor (x— r,) es negativo, luego el trinomio ax? +bx+c, tiene 


signo opuesto del coeficiente de “a”. 
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NOTA.- Sí a” +bx+c=0 entonces x= 


b) 


di) Cuando x toma valores mayores que r,, entonces los factores (x-—r), 


(x—r,) son positivos, luego el trinomio ax? +bx+c, tiene el mismo signo 


del coeficiente de “a”. 


2º Caso.- Si A=b?-4ac=0 + entonces hay un sólo valor real nm =r, =r, que 
anulan el trinomio ax? +bx+c , luego como (—r)? es positivo, el 


E E E 3 5 E ginas 
signo del trinomio ax” +bx+c es el mismo del coeficiente de “a”. 


3º Caso. Si A=b?-4c<0, entonces se tiene dos valores no reales 
n=Ôa+PBi yr =a-fi que anulan el trinomio ax? +bx+c, y para 


” E É E) á ' j 
cualquier valor de x, el trinomio: ax” +bx+c tiene el mismo signo del 


coeficiente de “'a”. 


Stbadbãessdo 





2a 


RESOLUCIÓN DE UNA INECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO.- 
Para resolver una inecuación cuadrática de las formas ax? +bx+c>0 6 


ax? +bx+c<0, donde abc e R, a 4 O, por medio de la naturaleza de las raíces 


E se 2 
primero se resuelve la ecuación ax” +hx+c=0, y de acuerdo a la naturaleza de las 


raíces se presenta tres casos: 


1º Caso.- Si la ecuación ax” +bx+c=0, tiene dos raíces reales diferentes 


n<r. 
En did Eles 
de ” E = de 
r, r> 


1) Sila inecuación es de la forma ax +bx+c>0,cona > 0, la solución es todos 


los valores de x que pertenecen al intervalo <-c,r, > U <r,to>. 


EE s 5 EE 2 = 
ii) Sila inecuación es de ia forma ax” +bx+c<O0 cona > 0, la solución es todos 


lo valores de x que pertenece al intervalo < n.r, >. 


174 Eduardo Espinoza Ramos 


2º Caso.- Sila ecuación ax? +bx+c=0, tiene una raíz real única n =» =". 


à)  Sila imecuación es de la forma: ax? +bx+c>0.cona>0. 


La solución es todos los valores de x £r, es decir: xe <-or>U<r,to> 


ii) Sila inecuación es de la forma: ax? +bx+c < 0, cona>0. 
No se verifica para ningún valor real de x; la solución es el Q 
3º Caso.- Sila ecuación ax” +bx+c=0, tiene dos raíces no reales. 
1) Sila inecuación es de la forma: ax? +bx+c>0 .cona>o0. 
La solución es todos los valores reales de x. 
H)  Sila inecuación es de la forma: ax +bx+c<0,cona>0. 
No se verifica para ningún valor real de x; la solución es el Q 


RESUMIENDO EN EL SIGUIENTE CUADRO. 


Raíces de la Ecuación 


Forma de la Inecuación é E” 
Conjunto Solución 


q 
axº +bx+c=0 


> Raíces diferentes 
ax +bx+c>0, a>0 <-,n >U<r;,to> 


hn <nm 


Raíz Real Unica r 


q 
ax +bx+c<0, a>0 
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() 


Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones. 


2x) -x-10>0 
Solución 


Resolveremos la inecuación usando propiedades de los números reales: 
2x2 -x-10>0 > (x+2X2x-5)>0 
(x+2X2x-5)>0 & (x+2>0 4 2x-5>0)v(a+2<04nA2x—-5<0) 


SS (x>-24nx>5/2) v(x<-2nx<5/2) 





O--—-—-—————————.— — + > .—————— = 2) 
O -————— > q-———0—0—0—0—0——————— -0 
«—s LE V +————— e————— e» 
E, 5 -2 É. 
2 2 


aa 5 
La soluciónes: xe < -em;—D ida, to 


Otra forma de resolver esta inecuación, es por la naturaleza de sus raíces de la ecuación 
2 > 2 
2x -x—-10=0, de donde n =-2, pa luego n<r, y como 2x” —-x-10>0, 


de acuerdo al cuadro la solución es: 
5 

XE <-co,-2>U <—.to> -> 
2 


x? +8x-65<0 
Solución 


Usando propiedades de los números reales. 


a <bib>0 60 —Sb<a<vb 


completando cuadrados en x? +8x-65<0, se tiene: 
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x? +8x+16<65+16 > (x+4)) <81, aplicando la propiedad 


(x+4)? <81 & — BiI<x+4<81 
o D<x+4<9 o -lI<x<s5 


La soluciónes xe <-13,5> 


Ahora resolveremos la inecuación por medio de la naturaleza de las raíces de 


x2+8x-65=0, es decir: (x+13Xx—5)=0 dedonde n =-13, n=5 


de acuerdo al cuadro es: xe <-13,5> 


-13 5 


(3) x2 4+20x+100>0 
Solución 


Mediante propiedad de los números reales se tiene: 


x) +20x+100>0 > (x+10)? >0 entonces: 
VxeR; x+£-10, (x+10)? >0, por lo tanto la solución es; xe R- [-10) 


Ahora veremos de acuerdo a la naturaleza de las raíces: x” +20x+100=0> r = “10, 


multiplicidad 2, y como x? +20x+100>0, de acuerdo al cuadro de solución es: 


xe R- (-10) 


Solución 


Aplicando la propiedad de los números reales: Vxe R. xº 20 


luego x 4254-408 =) Cu <0 pero bay >0, entonces no existe 
5 100 10 10 


ningún valor real para x que verifique a la inecuación, es decir: Q. 
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: ; ” 3 9 
Ahora resolvemos mediante la naturaleza de las raíces de la ecuación x? +>x+-—— =0 : 


100 
3 e E Duca À 9 
de donde a de multiplicidad dos, pero se tiene que x” + o * O y de 


acuerdo al cuadro la solución es: q. 


3.29. INECUACIONES POLINÓMICAS.- 


Una inecuación polinómica en una incógnita, es de la forma siguiente: 





donde ap.a,,...,a 


son constantes y a, £0, ne Z* 


n 


a) RESOLUCIÓN DE UNA INECUACIÓN POLINÓMICAS.- 


Una inecuación polinómicas de la forma P(x) > 0 o P(x) < O, se resuelve de acuerdo 
a la naturaleza de sus raíces de la ecuación polinómica P(x) = O, en una forma 


sencilla y rápida, considerando a, >0. 


Para esto hallaremos primero las raíces del polinomio 
P(l)=a,x" +...+a;x+ay =0, y como éste polinomio es de grado n entonces tiene 


n raíces, los cuáles pueden ser reales diferentes, reales de multiplicidad y no reales. 


1º CASO.- Cuando las raíces de la ecuación polinómica p(x) = O, son reales 


diferentes. Es decir: n<rm<..<ry<r, 


a) En los intervalos consecutivos determinados por las raíces del polinomio 


P(x) = 0, se alternan los signos “+” y empezando por asignar el signo (+) 


alintervalo <r,,o >. 


E qu PERA e O SST ag ii 
EE à ã N Pero : N ” 
Re r r r r 
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b) Si la inecuación polinómica es de la forma: P()=a,x" +... +ax+aç >0, 
a, >0; al conjunto solución será la unión de los intervalos a los cuales se le 


ha asignado el signo “+”. 


Ê o ie E? . n 
c) Sia inecuación polinómica es de la forma: P(x)=a,x +..tax+aç<o0, 
a, >0: el conjunto solución, será la unión de los intervalos a los cuales se le 


ha asignado el signo “-”. 


NOTA.- Explicar el método de Ruffini 
Ejemplo: Resolver las inecuaciones siguientes: 
x*+3xº —5x) —15x? +4x+12>0 
Solución 
Expresamos el 1º miembro de la inecuación en forma factorizada 


(x + 3x + 2x — Dx + Dx -2)=0 


1 


-5 -15 4 12 l 


Luego las raíces son: 


n=53,n=-2,nmn=-|1, 


3 
l 
4 
2 
6 


n=1,nm=2 





CO MEC Ar CA ori 
3 -2 -1 1 2 


Como P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el signo (+). 


Es decir: xe <3,2>U<-1,|>U<2,+0> 
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(2) 2x) -3x? —11x+6<0 
Solución 


Hallaremos las raíces de la ecuación 2x! -3x? —-11x+6=0 


Luego las raíces del polinomio son: 
l 
n=-2, h Fa n=3 


ES ED AR e 
O mts gs 


:ê 1/2 3 





Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (-). Es decir: XE <-o,-2>U «< =3 > 


2º CASO.- Si algunas de las raíces del polinomio P(x) = O son reales de 
multiplicidad de orden mayor que 1 se tiene: 


a) Cuando el orden de la multiplicidad de una de las raíces del polinomio P(x) = O 
es par, en este caso a la raíz no se considera para la determinación de los 


intervalos y para dar la solución se sigue el mismo proceso del 1º caso. 


b) Cuando el orden de la multiplicidad de una de las raíces del polinomio 
P(x) = 0, es impar, en este caso a la raíz se considera para la determinación de 
los intervalos y para dar la solución se sigue el mismo proceso del 1º caso. 


Ejemplo.- Resolver las inecuaciones siguientes. 


(1) (e-N2(x+2x+4)>0 


Solución 


Resolviendo la ecuación (x-— D2(x +2Xx+4)=0, de donde n=-4, n=-2, y 


r; =1, de multiplicidad 2. 
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Ca Pag ORE 
-4 -2 1 


Como la inecuación es de la forma P(x) > O, la solución es la unión de los intervalos 


“donde aparecen el signo (+), es decir: XE <-c0,-4> U<-2.+0>- [1] 


(2) (2x+13x-2) (2x-5)<0 


Solución 
: Ee 3 1 2 
Resolviendo la ecuación (2x+1)/(3x—2) (2x-5)=0, de donde 1 À h a de 
multiplicidad 3, 1; = “eLTPerao 
-1/2 2/3 5/2 
Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 
donde aparecen el signo (-). Es decir: XE < es >U< Ea > 


3º CASO.- Cuando alguna de las raíces del polinomio P(x) = O no son reales. en 
este caso a estas raíces no se consideran en la determinación de los 
intervalos y para dar la solución se sigue el mismo procedimiento de los 


casos anteriores. 


Ejemplo.- Resolver las siguientes inecuaciones. 
Do w-nw gu gu? +D<o 
Solución 
Resolviendo la ecuación: (x? Coifa +16) — 16x? +) =0, de donde 
n=-4, Eai: LA =, n=4.1n5=-4.r=H,nmn=i,mn=+ 


ep q Si = 
+ - - = + 


4 TO VT 4 
Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es de la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (-), es decir: xe <4-Dovaiao 


Sistema de Números Reales 181 
(2) d+x+xA2-x-x*)20 
Solución 


La inecuación la expresaremos así: 0º +x+D(x? + x— 2)<0 


ahora resolviendo la ecuación (x? +x+D(x? +x—-2)=0 de donde: n=-2, r; =, 


ad, aê Eq 
Ei 3 Pa dk z + 








-2 1 
Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (-), es decir: x e [-2,1] 
3.30. INECUACIONES FRACCIONARIAS.- 
Una inecuación fraccionaria en una incógnita es de la forma: 


Po 6 ED do) 


Q(x) OM) 





donde P(x) y Q(x) son monomios o polinomios diferente de cero. 


Para resolver una inecuación fraccionaria debe tenerse en cuenta que las inecuaciones: 


Plx Plx , : ' 
69) >0 o e] < 0, son equivalentes a las inecuaciones 


QU) O0) 





P(x).0(x)>0 6 P(x).Q0) <0 esdecir: Sí Q(x) £0 = Q? (x)>0, de donde se tiene: 


PO o s POLO) 


Sí >00"(x%) > Px).Q()>0 
“009 00) il 
2 
é ap POCO nara > Px).Qu)<0 
Q(x) Ou) 


Ejemplo.- Resolver las inecuaciones siguientes: 


2 
(D (e —D(x+ 3a — 2) >0 
(x— (x +7) 
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Solución 


OE IAX+IAX—2) 
(x—5)(x + 7) 


La inecuación >0, es equivalente a la siguiente inecuación. 


(2 IXx+3X—2Xx— 5x +7)>0, para x £-7,5 
ahora hallaremos las raíces de la ecuación (x? —IXx+ 3x —- 2a Dux+7)=0. 
De donde n =-7,m=-3, m9=-1,1r,=1,1,5=2, r; =5, que son reales diferentes. 


“4 rr 4 rc Ar TE quai Ss nica 
+ - + - ES a + 


-7 -3 Gil 1 2 5 


Como la inecuación es de la forma 





P(x) 
( 


>0, la solución es la unión de los intervalos 
donde aparecen el signo (+) es decir: XE <-00,-7>U <-3,1>U<1,2>U <5,+c0> 


x-2 x+41 
em ql 
x+3 x 


Solución 
La inecuación dada se expresa en la forma, mayor que cero o menor que cero, es decir: 


*22 + 6 => Ea O O eg de donde: 
x+3 x x(x+3) 





—6x—3 2x+1 
O> — 


< >0, que es equivalente a: 
x(x+3) x(x+3) 


(2x + Dx + 3)x>0, para x *-3,0 ahora encontramos las raíces de la ecuación. 


(Qx+ 1(x+3)x=0, de donde n =-3, n="5. n=0 
SC NIRSiRIA, ESET TH 
- + - + 
-3 -1/2 0 


Como la inecuación es de la forma: (2x + IMx +3)x>0, 
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la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el signo (+), es decir: 


Xe <-35>U <Ote> 








Solución 
La inecuación dada expresaremos en la forma: — +—— --—— <0 


(x +D += Dx Dx +D-22(x-1) 


<O, simplificando 
(x—-Dx(x +) 


2x -x+1 


————— < 0, que es equivalente a la inecuación. 
(x— Dx(x + 1) 


(2x? -x+kx—Dx(x+1)<0. para x*-1,0,1 


ahora encontramos las raíces de (2x? -x+1Xx-Dx(x+1)=0, de donde sus raíces son: 


Ledo 1-VTi 





n=-1, ,=0, n=1, n= Ai ' Z 
TT A ET” eia == fr 
pi + À pm + 
-1 0 1 


Fita) <0, la solución es la unión de los intervalos 





Como la inecuación es de la forma 
donde aparecen el signo (-), es decir: xe <-co,-1>U <0, |> 


3.31. INECUACIONES EXPONENCIALES.- 


Las inecuaciones exponenciales en una incógnita son de la forma: 


af!» > qt!) VA ais < att) 


184 


Eduardo Espinoza Ramos 


donde f(x) y g(x) son expresionesen x, ae R*,azl. 


Para resolver estas mecuaciones, se consideran dos casos: 


1º CASO.- Si a > 1, entonces los exponentes de la inecuación dada son desiguales en el 
mismo sentido prefijado, es decir: 


Si al) >a8O es f(x)>g(x) 


Si af <a o fx)<g(gx) 





2º CASO.- Si0<a< 1, entonces los exponentes de la inecuación dada son desiguales en 
sentido contrario al prefijado, es decir: 


Si af sa es f)<g(x) 


Si alD <a es fty)>g(x) 





Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones: 


3/315x+0/3 a [g%x+15 


Solución 


5x+1 Ma+1) Sx+1 6x+6 
La inecuación dada es equivalente a: 3º <9 10 > 39 <310 














Sx+1 6x+6 


comoa =3>1 entonces < TO 








50x +10<54x+54 > -44<4x > x>1Il> xe<-ljto> 


La solución es: xe <-1ltoo> 


1 


[0.27+00c2j-3 » DOE 


gr 
Solución 
La inecuación dada se puede escribir en la forma: 


(G+XA=2) 
(0%) * 


Q+IÃx-2) 


de donde: (0,2) 3º >(,792*, 


0.0128 5,1 
8 
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como a=0.2< 1, se tiene: ii a je sad Co 
x— x— 

, Es 11x? -39x+14 =" 

efectuando operaciones y simplificando tenemos: E As >0, esta inecuación es 
a 
equivalente a: (1 1x? -39x+14)Xx-3)>0 para x £ 3. 
Ahora hallando las raíces de : (11x? —39x+14)x-3) = 0, de donde: 
39-./905 39+/905 
h=>—D, — = 6=———— 
22 29 
E SS 
a / ai / E / dio 
39 - V905 3 39 + 905 
22 2? 
. E” P(x) sv - ' 
Como la inecuación es de la forma 20) >0, la solución es la unión de los intervalos 
x 

donde aparece el signo (+) es decir: XE < “Ns DU < Pis DO amo > 


3.32. INECUACIONES IRRACIONALES.- 


Las inecuaciones irracionales en una incógnita son de la forma: 


Fe BOBO)... 3P0))>0 6 Fl BOBO)... BP 0))<0 


donde P,(x), P;(x),..., P,. (x) son monomios o polinomios diferentes de cero. 





Para que la solución de la inecuación sea válida debe resolverse antes la condición 
P(x)>20,1i=2,3,...,n en las expresiones con una radical par. cuyo conjunto solución 
constituirá el universo o dentro del cuál se resuelve la inecuación dada. Debe observarse 


que JP(), quiere decir, + /P(Q9) y si se desea la raíz negativa se escribirá 


expresamente como (4P09)) ; es decir: 


D o VPx20 , P(x)20 Do VP9)=0 & P(x)=0 
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para resolver las inecuaciones radicales se debe tener en cuenta las siguientes 
propiedades: 


(1) Osx<y & 0<vVx<Vy (2) O<x<y & 0<vVx<yy 
(G) O<x<y & 0<vVx<y 
(9) » Sinesunentero positivo par. 

a) V PW)20 - SP0)20 & PO 

a) YPO)=0 & Pw)=0 

a) JP SOO) & 0<PR)<QR) 

ii) Sines entero positivo impar. 

b) ÍPQ)20 & Px)20 

b,) PQ) <O0 o P(x)<0 

by) POSTO & POSQU 


Las propiedades b,), b,) indican que PQ) tienen el mismo signo que P(x) si n es 


impar. 


OBSERVACIÓN.- Cuando en una expresión existen k radicales par entonces se 


calculan los universos relativos U,,U,,...,U, para cada radical 


y eluniverso general será U=U, NU, N...nU,. 


Daremos algunos ejemplos de ilustración de estas propiedades, para después estudiar las 
diversas formas de inecuaciones irracionales. 


Ejemplos.- Resolver las siguientes inecuaciones 


(1) 45 22 
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Solución 


Como vVx+5>-2 es válida para todo x tal que xe U: x+520 > x2-5 


> U=[-5,+>, luego el conjunto solución es [-5,+c0> 


(2) Vx+7>0 


Solución 
Como vVx+7 > 0 entonces el conjunto universales x+720 > x2-7 > U=[-7,t> 
Además Vx+7>0 & x+7>0 > xe <-7,+0>. 


Luego el conjunto soluciónes xe [-7,40> A <-7,+0> . XE<-7+o> 


(G) x-5 <0 


Solución 


Como Jn=5 <0,elconjunto universales x-5>20 > x25 > U=[5,+0> y como 


0<vx-5<005Vx-5=0 > x5=0> x=5e€ U, luego el conjunto solución es (5). 


(4) Vx-8<0 


Solución 


Como Vx-8<O es absurdo entonces la solución es 0. 


(5) Vx+920 


Solución 


Como Vx+9>0 esverdadero V xe U: x+92>0 esdecir U = [-9,+0>, luego el 


conjunto solución es x € [-9,+00>. 


(6) J8-2x <vi3 


Solución 


El conjunto universales 8-2x 20 => x<4 de donde U =<-c0,4]. 
5 
J8-2x<Vi3 & 8-2x<135 x2-5 de donde xe a Luego el 


; né 5 5 
conjunto solución es: U ibigades >= [=5.41 
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Vx+3+V4-x>-3 


Solución 
Calculando los universos relativos. 
U,: x+320 > x2-03 >» xe [-3,4+> 
U,: 4-x20 >» x<4 > xe <c4] 
U=U,NU,=[-3,+0>n<-,4]=[-3,4] 
como la suma de dos positivos es siempre mayor que un negativo. 


Vx+3+/4-x>-3 esvalido V xe U=[-3,4]. 


Vx-7>3 


Solución 
Sea U:x-720 > x>7 > x€ [7,+0> 
Vx-7>3 60 x-7>9 >» x>16 > xe <l6,+0> 


el conjunto soluciónes xe U N <l6,+0> = <16,+00> 


—Vx—5>0 
Solución 


-Vx-5>0 €& Vx-5<0 el conjunto solución es q. 


VX —x-12 <VxX —6x+5 


Solución 
Calculando los universos relativos. 
U,: x-x-1220 > (x-4(x+3)20 e FR E ho 
U, =<-c0,-3] U [4,+0> -3 4 
U,: x) -6x4520 > (x-5Xx-1)20 dd dd 


U, =< co. 1] U [5,400 > 
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U=U,0U,=<-o-3]U [5+40> 


VX-x-I2<vyx -6x+5 & xº-x-I2<x? -6x+45 


de donde 5x<17 = «so = xe< 5] 


Luego el conjunto solución es: xEeU A < =] = <-oo, 3] 


O) y x =42-2(º =13x+12) 6 
(x+4P +8x] +4x-48) 
Solución 


Como %x?-4 tiene el mismo signo que x? -4 y (x+4)” tiene el mismo signo que 


x + 4 entonces la inecuación dada es equivalente. 


Nº (x DG -13x+12) 6 " (o aus DÃO Bed) o 
(+)! + 8x2 +4x-48) (x+9) +8x2 +4x-48) 


Como VxeR, (x—2)? 20 entonces 


2 Dir BS aa A. 
(x — 4x - 2) E 13x +12) o (x ad: seca >0 
(x+4Xx +8xº +4x—48) (x+4Xx” +8xº +4x— 48) 





2 
fra De fa sitao! lindas 
(x+ 4Xx— 2x + 6X + 4) 
(x+2Xx— 1x3) 


>0, para x22,-4 
(x+6)(x+4) 


e e PSF ar SE 
a ca 4 + - + 


-6 -4 -2 1 3 


Luego el conjunto solución es: xe <6,4>U-ZN]UI[B+o> 
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Yx+7 7(x+2) (x +32 —7x+12 s10- Ea 
Sx+9(x—8) (0 —2N(ÇÊ — 14x +48) E 


Solución 
Los radicales pares nos da eluniversoU. 10-x20 A x+9>0 => x<l0O A x>-9 
xe <-9,10] > U=<-9,10] (no se incluye el -9 por que anula al denominador) 


como los radicales pares son positivos la inecuación es equivalente a: 


Fa + D+ IR Tx+12 Om a és 3247 T+ 2x +32 7x +12 
$e+9(x— 8Y 0 -2N(0º —14x +48) (x-8) ( -2N(GÊ —14x+ 48) É 


como los radicales impares tienen el mismo signo que las cantidades subradicales 
entonces: 


(+ Dx + 2 (x + 3) —7x+12) 


ES ENO Fa como paratodoxe R (x+2)* >0 
x—8) (x— 3) + 3x + 9a — 6)(x — 


(x+ 7x +3Xx—3Xx— 4) 


E <O,parax 3,8 simplificando tenemos 
(x-8) (x—3)x— 6x —8) 


am: id E FE * ET a. 
(x+7XXx+3Xx—4) É E 
RR = PR o x*3,8 Er -3 4 6 


xe [-7,3]U [4,6> luego el conjunto solución es: xe Un ([-7,3]U [4,6>) 
xe [-7.3] U [4,6>U [-2) 


ahora veremos como resolver diversas formas de la inecuación con radicales aplicando 
criterios de acuerdo a cada tipo de inecuación irracional. 


1º Para las inecuaciones irracionales de las formas: 


a) SPO) > O(x). La solución se obtiene así: 


JP) > 009) & (PU)20 A [OW <O V (P()20 A P)>0? CND 
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b) JPO) 2 O(x); la solución se obtiene así: 
VP) 2 OW) & [P()20A (QU) <0 V [P)20A P)20º()D] 
2º Para las inecuaciones irracionales de las formas: 
a) JPG) < Q(x); la solución se obtiene así: 
VP) <O) & [PWZO A (Q0)>0 A PO)<0?69)] 
b) JPQ) <OQ(x); la solución se obtiene así: 


JPO<OO & PO)ZOA [QUO A PO)<O)()] 


3º Para las inecuaciones irracionales de la forma: 
a) JPÇ) + Jog) > 0; La solución se obtiene así: 
JP) +/00)>0 > (PW)20 A QU)>0) V (P(x)>0 A QUO 20) 
b) JPO) + Jow) 20; La solución se obtiene así: 


JP) + NOW) 20 > P(x)20 A Q(x)20 


4º Para la inecuación irracional de la forma: 
PQ) + OQ) 2K, K>0; Lasolución se obtiene así: 


JP +/00)2K => (P()204 Q0)20)A PO) 2(k- 0097] 
5º Para las inecuaciones irracionales de la forma: 

JPO) +J009 <0; La solución se obtiene así: 

JPO+JQ0)<0 > PQ)=0 A Qu)=0 
OBSERVACIÓN.- 


Consideremos otros casos más generales. 
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1º Caso.- Sines impar positivo mayor que uno. 


a) 


c) 


PO O , POLO, 


R(x) R(x) 


P(x) à é P(x) 


EM «e EN 
ROXO) RONJQO) 


PO) <!) Ox) & PO)< OM) 


2º Caso.- Sines par positivo 


a) POW) 20 & P(x) 20 A Qx)20 
b) ÍPOJOC) <0 &o Px) 20 A Qx)<0 
P(x) PQ) 
O =-— 20 & Q(x)>0 A ——2>0 
YOCIROS) É R(s) 
P(x) PQ) 
O) —-=-— <0 & x)>0 A ——<0 
JOC)RC) Ni R() 
o PO) & (P()20 A [QM)<O0V(QU)20A PO)20" 0) 
D YP)SO & PO)204 [00920 A PO)<SO" O] 
Ejemplo.- Resolver las siguientes inecuaciones 


OD)  V-14x032x-3 


Solución 





Vara D d=3 6 4 =IMCHÍBEOA [x-3<0 V 


( —14x+1320 A x? —14x+13> (x-3)?)] 


2 1 
€& x —14x+13>204[x<3v fa q O aaa 
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& x)-14x41320 À [x<3v x€e<-c,1] U[l3,0> A x<5] 


& x2-14x+13204[x<3 v 155] 


és x? -14x+13>20A x<3 


o (x-13)kx-1)20 A x83 


& xe<co I]JU[i3S+rO> A x<3 “ XE <-os,1] 


(2) VxX -14x+13< x+1 


Solución 


Aplicando la parte b) del 1º caso: 
Vê -ldx+413 <x+1 (x? 14x 41320. A [x41>0) À (X2-14x+13< (141?) 
S (OI D20 ALx>-1) A (x-13kx-D<(x+D2D 


o ((x-13Ax-D2Z0 A [x>-1) A al 
3 

& xe <= gaia A 20>] 

3 
«e Hess di UTI3, +o> 
O) [2x8 , EE 
x-1 x+3 
Aplicando la parte b), del 3º caso: JPG) + JO) 20 e P(x)20 A Q(x)20 


[2x8 , EE ad 21-86 A 5=*.0 
x-1 x+3 x—1 x+3 








Solución 
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o (x-4x-D>20, xH1 A (5-x(x+3)20,x43 


o (x-4(x-D)20,x21 A (x-5)(x+3)<0. x2-3 


ge ES EN 4 FE A AR e = K- H 
1 4 -3 5 
Xe <co |>Ul4,o> A xe <-3,5] 
-=——————— -0 o-—---—- 
—— €——— E ———— E ————» 
-3 1 4 5 
O--—-—————= 00000. 000200 e 


La soluciónes: xe <-3,/>U [4,5] 


OBSERVACIÓN.- Sin es un numero positivo impar, entonces: 
OD sPos/00 é P)<Qu OD Po <dom & Pro)<Qu 
G) PO) 2700) & Px) 2 Ox) (4) fPO)>H/00) & PO)>Q0) 


Ejemplo.- Resolver la inecuación —————— >0 


Solución 


El conjunto de referencia o conjunto universal se obtiene del radical par y diferente de 


= q 
cero: x?-1>0,dédonde x >1 >» x>l vx<-| «. xe <o,|>U<lto> 


luego el radical par resulta positivo y puede simplificar quedando la inecuación 





NEI 
ms : : s . 
>0, que de acuerdo a las observaciones, las expresiones del subradical tiene el 


ajx+5 








Es su SS q SR 
mismo signo ê * >0. dedonde + e ( E AR O 
Fo x+5 5 3 


xe <-5,3> 
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Luego la solución de la inecuación es: Xe <5,3>n(<-o,-|>U<l,+o>) 


. xe<5-I>U<l;3> 


3 x -9.0º +8xº +4x—48) >0 
(+ CÊ IB) 


Ejemplo.- Resolver la inecuación 


Solución 


De acuerdo a las observaciones indicadas se tiene que Vxº —9 tiene el mismo signo que 


x?-9 y que (x+4)º tiene el mismo signo que x + 4, por lo tanto la inecuación dada 


resulta equivalente a la inecuación: 


Ca —-9go +8x7 +4x— 48) 


T 20 factorizando el numerador y el denominador 
(x+ 9) — 13x +12) 


(x+3Xx—3Xx— 2x + 6x +4) su és (1+3x— 2Xx + 6x + 4) 


a 20,x*%3 
(x+ 4x — Dx + 4Ax—3) (+41) 
CHIA-DO+UAS O A e a E Ay + 
= on Rd 


xU[-6,-4]U [-3,]>U [2,+00> - (3) 


OBSERVACIÓN.- Sin es un numero positivo par, entonces: 


(OD dPo<sjoo - osPo<sQm (DB PO <//00) S0<Pwx< QU) 


Ejemplo.- pe > x 
x+2 


Solución 


Aplicando la observación a) se tiene: 





e 32-2x as o<x<ç2 
x+2 x+2 
o x20 A xasbc2* 


x+2 
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di 
32 2X 4 


x+2 


& x20 A x— 





2 
xº+4x—32 < 
x+2 


& x20 A 0) 


o Co E GS dE 
2 á -8 -2 4 


&o x>0 A 


o x20 4 xe <-c, 8]U<-24] “ xe [0.4] 


3.33. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) Resolver la inecuación cuadrática: —-4x7+4x+3>0 
Solución 
La inecuación dada expresaremos en la forma: 4xº -4x-3<0 
factorizando (2x + 12x — 3) < 0, aplicando la propiedad de números reales: 


(Qx+1X2x-3)<0 & (Qx+1>0 A 2x-3<0) V(x+I<O A 2x-3>0) 


& se A sei V ipa A dic 
2 p) 7 2 


O--————————— ' 
-====—==— = O ---0 — O-- 
+ >>> Mt 
-142 3/2 12 q 3 
-” 13 
La soluciónes: xe<-——,—> 
2 


E » “2 EA 
Ahora resolvemos mediante la naturaleza de las raíces la ecuación 4x” —4x-3=0, de 


“O ls ade Dy/fiviani 
donde n=->. n=5 ae AVES O 
ú 2 3/2 


Como la inecuación es de la forma 4x? -4x-3<0, la solución es la unión de los 


: : á 19 
intervalos donde aparece el signo t-), es decir: | xe< E 
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O  x+gr+127-x-8x-12>0 
Solución 


Aplicaremos el criterio de las raíces de la ecuación: x) +8xº +12x) -x? -8x-12=0 


La ecuación que queda es: 


x? +x+1=0, cuyas raíces 





Luego las raíces reales son: mn =-6, nm =-2, n=1 


Re da Rd O AD 
g dt DR 


-6 a 1 


Como la inecuación es de la forma P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparece el signo (+), es decir: xe <-6,2>U<l,+o> 


(3) 12x! -56xº +89x? -56x+12<0 
Solución 


Encontrando las raíces de la ecuación 
12x! -56xº +89x? —56x+12=0 dividiendo entre x? 


56 12 


pé seres 2 o > pts lo-s6(ual)+89=0 «+ (1) 
XxX x" x x 


2 


a 


i 
Sea z=x+—0 > Z=r 
x x 


l 2 
de 3 Py-spg=2 
X 


Reemplazando en la ecuación (1) se tiene: 


1242? -2)-562+89=0, entonces: 1272 -562+65=0 = (62-13X22-5)=0 
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de donde das ig 
6 p) 


para ge 18 = PLACE = 6x2 -13x+6=0, de donde pe h=— 
6 x 6 7) 3 


I 
para se = pes => 2x? -5x+2=0, de donde os. n=2 
2 2 2 


ordenando las raíces en la recta numérica 


TE EIA. Vs. 
1/2 2/3 3/2 2 


Como la inecuación es de la forma P(x) < 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparece el signo (-), es decir: xe < a >< 5.2 > 


(O) xx +DK-D0x-3)>63 


Solución 


Hallaremos las raíces de la ecuación: 

x(2x + 1Xx — 2X2x — 3) - 63 = 0, entonces x(2x—-3X2x + IXx—- 2)-63=0 
(2x? -3x (2x? -3x—-2)-63=0 

Sea z=2x)-3x > z2-2)-63=0 

z72-22-63=0 > (2-92+7)=0, dedonde z=9, z=-7, entonces: 


3 
Para z=9 => 9=2x?-3x => 2x) -3x-9=0, de donde: ca n=3 


; 34471 
Para 2=-1 => -7=2xº -3x = 2x? -3x+7=0, de donde: = x 


-——| rose det ap 
as gs die 


-3/2 3 
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Como la inecuación es de la forma P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparecen el signo (+), es decir: 





x x-3 
É qui 
l-x 2-x 
Solución 


La inecuación dada se escribe en la forma: 


E Es É <O = a li Na! La cima <0, simplificando 
l-x 2-x (1-x(2-) 
desta < E 2 o o >0, entonces la inecuación 
-x(2-2) (xXx —2) 
2x—3 


20, es equivalente a la inecuación 
(x—D(x—2) 


(2x-3Xx-—- 1Xx-2)20 para x 1,2 encontrando las raíces de la ecuación 
. 3 
(2x-3Xx— Ilx—2)=0, setiene: nc=l, Me n=2 
EAN pd e ca TEN da ED df = 
- + - + 


1 3/2 2 


P(x) 


(x) 


, E 3 
donde aparecen el signo (+), es decir: xe< E U<2,+o > 


x—-2 x+1 
< 


como la inecuación es de la forma >0, la solución es la unión de los intervalos 


x+3 x 
Solución 


La inecuación dada se escribe en la forma: 
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load vtd, <0 > lã) male + 03), <O, simplificando 


x+3 x x(x+3) 





—6x—-3 2x+1 : Eus | : 
<0 > >0. entonces ia inecuación >0 es equivalente a la 
x(x+3) x(x+3) x(x+3) 











inecuación (2x + l)x(x + 3) > 0, para x & -3,0, ahora encontraremos las raíces de la 
ecuación: (2x+1Xx+3)x=0, dedonde n =-3, »= -s » 5=0. 


RSA, ed 
- + - + 


-3 -1/2 0 
Como la inecuación P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el 


signo (+) es decir: 





E2) 
xº —Sx+6 >0 


a o 
Solución 
Rs ps - 
= 3x+6 > (e 2Xx—3) 20, esta inecuación es equivalente a: 
x +x—42 (1+7Xx—6) 


(x-2)%x-3Xx + 7x — 6) 20 para x £-7,6, ahora encontraremos las raíces de la ecuación. 


(x-2Xx-3Xx + 7x —- 6)=0, donde 1 =—7, n=2, n=3, n=6. 
dd ain ão am É VER NEN E ar (ARO 
-7 2 3 6 


Como la ecuación es de la forma 6) >0 la solución es la unión de los intervalos 
x 


donde aparecen el signo (+), es decir: XE <-00, 7>U [23] U<6,+oo> 


= +xº +22x-40 
x(x+7) 
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Solución 
La inecuación dada escribiremos en la forma: 


Ee É. £ : 
x —xº —22x+40 qual (x— 2x — 4x +5) 
x(x+7) x(x+ 7) 


<0 


(x—- 2x — 4x +5) 
x(x+ 7) 


La inecuación <0, es equivalente a: 


(x — 2x — 4x + 5)x(x + 7)<0, parax 4 -7,0 
ahora encontramos las raíces de la ecuación 


(x — 2x — 4x + S)x(x + 7) = O de donde: n=—1,n=-5,n=0,n=2, 1n,=4 


e q RA qu ade ip 
-7 -5 0 2 4 
s ata P(x) E - : 
Como la inecuación es de la forma 20) <O0, la solución es la unión de los intervalos 
Es 


donde aparecen el signo (-), es decir: XE <c,-7>U [-5,0>U [2,4] 
(9) ER de | 


x -2x-15 
Solución 
2 2 
—6 —3 
La inecuación dada escribiremos en la forma: pad fents > nro 
* —-2x-15 (x—5Xx+3) 
ER cm 1 


pero (x-3)? >0, x * 3, entonces: >0 para x* 3 


>06o ———>—— 
(x—-5)X(x+3) (x—-5Xx+3) 


l 


> >0,x*%3,5 & (x-5(x+3)>0, para x%-3,5, 
(x—5)X(x+3) 


ahora encontraremos las raíces de (x — 5x + 3) =0, de donde n =-3, nm =5. 
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TA misma TT 
+ uy - vo + 
-3 5 
Como la inecuación es de la forma E 


—— >0, la solución es la unión de los intervalos 
OM) 


donde aparecen el signo (+), es decir: 
3x+5 <3 


2x+1 





Solución 


A la inecuación dada escribiremos en la forma: 





3x+5 4e0 EM =3x+2 0 d 3x-2..0 
2x+1 2x+1 2x+1 
3x—2 





20 es (3x-2(2x+1) =>0, para Es 
2x+1 


2 
ahora encontramos las raíces de: (3x — 2) (2x + 1) =, donde 1 = dis h= E 
Ed o PAR: nd 
-1/2 213 





E Ee P(x) = Er: E 
Como la inecuación es de la forma ) >0, la solución es la unión de los intervalos 
x 


; 1 2 
donde aparecen el signo (+), es decir: 


7) (2x? -8x+8Xx+3) si 


x+6 


Solución 


(Qu -8x+8Xx+3) 6 o Mx -2)(x+3) 


>0, (x-2)? >0, VxE R 
x+6 


x+6 


x+3 


-——>0 o (x+3(x+620, para xz-6 
x+6 
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Luego las raíces de (x + 3x + 6)=0 son n=-6, n=-3 
ns cad Ne odiado e," 
+ uy - vo + 
-6 -3 
: E PG) E Es , 
Como la inecuación es de la forma 20) >0, la solución es la unión de los intervalos 
sé 


donde aparecen el signo (+), es decir: X E <-c0,-6> 1 [-3,+00> U [2 


(2) Dn 


(3-xX(2—x) 
Solución 
(E So o CG +x-D + x—2) E 
G-(2-2) a (x—3Xx—2) 


(é +x— Dow” +x-2) 


Elo 20 & (x? +x-1Xx” +x-2X(x-3(x-2)20, parax 2,3 


ahora encontramos las raíces de: (q +x— Dx” +x—-2Xx-3Xx—-2)=0, dé donde 


Emo 145 








n=-2. h= 5 7 E É no=l,rm=2.1Â,=3 
O q q 
+ - + - + - + 
2 1-5 stgão q 2 3 
2 2 


P(x) 


Como la inecuación es de la forma o >0, la solución es la unión de los intervalos 
X 


donde aparecen el signo (+), es decir: 


aj ISLAS 


XE< —s, -Z]U[ Z 7? HUDAS eau 


2 
o o 


W+1 xa2 
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Solución 
VxeR, x* +41 >0, x*+2 >0, entonces la inecuación dada se puede escribir en la 
forma: pe Dc +2) < (o —-2)x* +1), efectuando operaciones y simplificando se 


tiene: x*(x+1)<0, luego encontrando las raíces de 


x*(x+1)=0 setiene n=-1, r,=0, multiplicidad 4. 


punto critico de 
multiplicidad par. 


Como la inecuación es de la forma p(x) < 0, la solución es: XE <-oo,-1> 


(É -2x+4Xx—1) " 
Qx+1Xx+ 4) 
Solución 


dn (x —2x+4)(x—1) 
(2x + Dx + 4) 


La inecuaci <0, es equivalente a: 


(x? -2x+4Xx—D(2x+1Kx+4)<0, para x* 4-5 
ahora encontramos las raíces de la ecuación. 

(2 —-2x+4Ax—-1(2x+1Xx+4)=0, de donde. 
n=-4, 5 -— n=1,n =1+43, F =1-V3i 


ea ps a TR 
na [A ETA 


-4 -1/2 1 


Como la inecuación es de la forma 





P(x) 
( 


) <0, la solución es la unión de los intervalos 


; 1 
donde aparece el signo (-), es decir: 
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(5) 





Solución 


x+5 x a+5 x—l 
&oS ami 














< 0, efectuando operaciones se tiene: 
x-6 x-3 x-6 x— 


3x—-7 


— DD <0 3x—7 —6 -3)<0, 3,6 
Eq * e ve toca 


ahora encontramos las raíces de la ecuación 
7 
(3x— 7x — 6x — 3)=0, de donde a n=3, n=6 


E SD A 
- + - + 


713 3 6 


ê ” P() " ” R 
Como la inecuación es de la forma QU) <0, la solución es la unión de los intervalos 
x 


donde aparece el signo (-), es decir: XxE< ee] U<3,6> 


G-MEFD + Maca), 


0 
XX + DOE -3Xx+3) 


Solución 
(x+2)" >0, para x -2, la inecuación dada es equivalente. 


(x-3Xx+1Xx + 4) 
DDD Dl > >O0, la cual es equivalente a: 

(++ Ie + 3 — 3) a 

(IA DA (rt DU + VI NAL) > 0, 420,-3,-2, 3, —/3 


ahora encontramos las raíces de la ecuación, 


(x+2Xx— IX HA = xx + IX + NIX — 3) =0, de donde 
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n="3,n=-2, n=—33, r,=-1,1,=0, n=3, 5=3, m=4 


1 é ES mm FO SR O RE O GR E 
A E Re. TA RTpa Re A "a 


+ E + 
-3 -2 -V3 1 0 V3 3 4 


PG) 


Como la inecuación es de la forma ) >0, la solución es la unión de los intervalos 





donde aparecen el signo (+), es decir: 


xE<—s,3>U<-2,—3>U<-1,0>U<V/3,3>U<4,+0> 

















Solución 
= 2 2 2 
As E & E És a < 0, de donde 
x+2 x)42 x+2 x242 
4X +2x-4 2% -x+2 


o e ES 
(x+2)xº +2) (x +20? +2) 


VxeR. 2x)-x+2>0 y xº+2>0, entonces se simplifica la inecuación >0 


e 
5>0 «o x+2>0,para x*-2. La solución es: 
x+ 
x+4 x 
>D—— 
x-7 x+1 





Luego 








Solución 








x+4 bg x+4 x 
o 


>——— ——— > 0, de donde 
x—7 x+1 x—7 x+41 
O o o pe pad passo 
(x— Dx +1) 


ira encontramos las raíces de la ecuación (3x + 1)(x — 7Xx + 1) = 0, de donde 
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fest gesh o COPA ES SME 
-3 -1/3 Já 


P(x) 


Como la solución es de la forma 5 A la solución es la unión de los intervalos 





x 
donde aparecen los intervalos donde aparece el signo (+), es decir: 


l 
deh doe o CR, > 


2X) —6x+3 
= a 





X —-5x+4 
Solución 
2 Di 
HERO a “a Cdr de donde 
x —5x+4 x —5x+d 
3 =g-1 


"506 (-x-Dw-54+4)>0 para xz1,4; 
x*—Sx+4 


ahora hallaremos las raíces de la ecuación. 








1-45 1+v5 
(x? —-x— Dex? —5x+4)=0, de donde n = E n=l, n= pé n=4 
p= Ta E ul ES E 
1-5 1 1445 4 
2 2 

: P(x) Ex sos , 

Como la inecuación es de la forma 00) >0, la solución es la unión de los intervalos 
X 


>U<4, 40 > 


1-5 solta 
2 2 


donde aparecen el signo (+), es decir: XE<-—os, 


2x—1 Ro x+1 
< < 
x+4 x+4 x+4 











Solución 


E nda 
O a 
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2x—1 x x+1 2x-1 sé X a+1 
< < o « A < 
x+4 x+4 x+4 x+4 x+4 x+4 x+4 
2x— E x +1 |— 
E a x <0O A AR <O, de donde di Lea A = 20, estas 
x+4 x+4 x+4 1+4 x— x+4 


ecuaciones son equivalentes a: 
(x- ix +)<0 Ax+420, para xs -4 ahora encontraron las raíces de las 


ecuaciones, (x —2/x+4)=0 A x+4=0. dedonde n=-4, r=1 A n=+ 


isa gd To a 
+ - + 2 ye Sb 
A 
-4 1 4 


de acuerdo a la forma de la inecuación la solución es: xe<4l> A xe [-4,400> 


Solución 
Aplicando la propiedad: JP) <OM & (PU)ZO A [QU)20) A (PO)<Q WI) 
do sereia & EDS A pd ==" | 

& Q? -x-2)>0 A[5-120 A x -x-2<25-10x+x*) 


o (x-2Xx+D20A (1<5 A x<3) 


-———4 po—————— 
-1 2 5 3 
PS RR | —O 
XE <o,-1]UÍ2,5] A xe <-00,3> 
————-O O- Es E 
— e — 6-—e-—-S—— 
41 2 3 5 


La soilución es | xe <eo-Tyi2a> | 
LE 3 
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4 3x-4 ã 2x-2 
(22) (0.8) 4 >1Y(0.64) 5 








Solución 


3x4 4x-4 
La inecuación dada es equivalente a: (0.8) 16 >(0.8) 9 





como a=0.8< 1, entonces los exponentes son desiguales en sentido contrario, es decir: 


3x—4 ” 4x—4 
16 40 


3x-4 x-l 12 ais 12 
— <>— > x<— lasoluciónes: | xe<-c,— > 
8 5 7 7 


24-2x-x) <x 
O o 








+ efectuando y simplificando. 


Solución 


Aplicando la propiedad siguiente: 

JP) <Q) & (PW)Z0A [00920 A PO)<O" CD 

VM-2x-x<x o (24-2x-x220 A [x204 24-2x-x) <x2) 
& (x2+2x<24 A [x204 2x) 4+2x>24]) 


oe (+)? <25 A [x>20 A (+? 2) 


o (-6<x<4 A|x20A (x>3V x<-S)) 


é& xe [0,4] À xe <-09,-4>U <3,400> 


6r-4 2x-3 3x—4 4x-2 


(3) (025) * 40.5) * <(00625) 8 40.125) * 











Solución 
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1Za-8 2303 6x-8 J-2 
La inecuación dada es equivalente a: (0.5) 3 (0.5) 4 <(0.5) 3 (0.5) * 





[2x8 213 6x8 4x2 
Operando tenemos: (0.5) ? 4 <(05) * 3 














Como a = 0.5< 1, entonces los exponentes son desiguales en sentido contrario a la 
12x-8 2x3 6x3, dx-2 
+ > + 
4 3 3 


inecuación, es decir: 


























122x-8 2x-3. 10x-10 . - 2x+2 2x-3 8x+8+6x—9 
+ >——— , simplificando: Ei >05> >> 
3 4 3 3 4 12 


l4áx-1>0 > TE la solución es: 


32 [9x qd 


0 


Solución 


x+1 


La inecuación dada es equivalente a: 2222 >(2*2)"º »'3. de donde 


x+11 14x-18 
22 >2 5 , comoa=2>0, entonces: 


a Ah >» Sx+55>28x-36 = ae. La solución WED pd 
2 5 23 23 














Si d <x<l1, Demostrar que: Ê < Ha < ] 
7) 8 x+3 7 
Solución 
ER E er (se obtiene dividiendo) 
x+3 x+3 





à ea = Pt E pai 
2 u gem 7 
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2 l l 2 l l 











> -—-<-—— <—— > |-—=<il-—— <l-— 
7 x+3 4 7 x+3 4 
5 x+2 3 3 5 x42 BB 86 
— € <— —<—< CSA 
7 x+3 4 8 7 x+43 4 7 
3 x+2 6 
de —< <— 
8 x+3 7 
() Vi-x<%)5+x 
Solución 


V-x<)5+x e (-x20A x+5204 (=x) <(4x+5) 
& (<A x>55) A (I-x<vx+5) «+ (1) 

Vx+5>21-x & [(4+520 A 1-x<0) v (x+520 A x+5>(1-x)] 

e [K2-55A x>2D)v(x>-55 À x+5>1-2x+x2)] 

o [(Xx2-55A x2Dv(x2-5A x?-3x-4<0)] 

o [(«2-5A x2Dv(x2-5 A xe [-1,4D] 

eo [«42-5Ax2Dv xe [-14] 

o [x2-5A x2-1] 5 x2-1 > xe[-lo> caB) 


ahora (2) en (1) setiene: (x<l A x2-5)Axe [-l+o> 


xe [-S.I]A x e Elto> 


Solución 


Basta o 


; ; 7 
Calculando el campo de existencia 3x+7204x-220 €& x2-— A x22 


por lo tanto x € [2,+c> es el campo de existencia 
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V3x+7>9+/x-2 o xe(2.+0> A [3x+7<81+18V/x-2+x-2] 
o xelZ,ro> A (x-36<9Vx-2) 


& xel2,+0>A xº-153x+1458<0 


e EPE Ed re — 
153- 17577 153+17577 
& xel2to> A <r<— > — — 
2 2 

15317577 153+17577 a 

2 r 2 

x+l+yx—2 " 
V9- x? =P 
Solución 


Calculando el campo de existencia 
(x-120 4 x-2>20)4 (9-xº>0 A x20) 
(x21 4 Xx22) A (x? <9 A x20) 


«21 0 x229) A(3<x<3A x20) 


x22 À 0<x<3. de donde es el campo de existencia. 


Como Vx+l+Vx-2>0, Vxe [2,3] 


Vx+ltvx-2 6 Vx+1+Jx-2 Í 1 
fo ” dE PD MEME 


simplificando TS da o V9-x -Jx>0 
9-xº — 


dede edd=s” => mudas 
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x +x-9<0 > +57 < - (completando cuadrados) 





( amics > Ee j = READ SH À 
2 4 9) 2 2 2 2 
Luego la solución es: Rate sb ren ita, A [2,3] 
pp A 


O Ba <a 


Solución 
V2-V3+x<Vdex é (2-03+x20 A 44120) À (2-V3+x<4+2) 
& (V3+x<2 A x2-4) A (N3+x>-x-2) «e (1) 
3+x<2 é (3+x20 A 341<4) 
o (x23 A x<1) > xe[-3,1] smca(2) 


V3+x>-x-2 é x+320 A [-x-2<0 V (x+320 A x+3>(x+2)))] 


e x>234A4[x>-2V («2034 x2+32+1<0)] 


& x>-3A[x>-2 v (x2-3 À 45] 





J5+3 J5-3 
< Xi 


o x>3Alx>-2v (x2-3 A — E ã 


)| 


d5+5 d5=3 


o x>23A[x>-02 Vxe<c-o—— ,——— >] 
2 2 


45 %3 


& x2-3 A XE<— 
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5+3 


NR to > e. (3) 





Luego de (2), (3) en (1) se tiene: 





V2-Jx+3<V4+x & (xel-3i]a x2-4) A sec Dt ps 


J5+3 


o xel[-31] A “SE 


V5+3, 
2) , 


o |xEe<- 





) 


13 1 
+ 


4x-D 4x+12 








O) 


= 
x 

Solución 
A la inecuación dada expresaremos así: 


E : = >0, efectuando operaciones 1 nat e 16 TA) 20 


amd “Gs x Mx—1Xx+3)x 








2 Des 2 E. 
13x) +39x+xº —x—12(xº +2x—3) SO; Soipiiiizanda 
4x(x- 1x +3) 


2x2) +14x+36 a x2 +7x+18 
4x(x- 1x +3) x(x-1Xx+3) 


VxeR, x?+7x+18>0 entonces: a tus es E e, 
x(x— Dx +3) x(x— 1x +3) 
l 


—————— 20 «es xv(x-D(x+3)>0,para x*1,-3,0 
a(x—- D(x+3) 


resolviendo la ecuación x(x — |Xx + 3)=0, de donde, n =-3, nm =0, m=1 
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é P(x) 
como la ecuación es de la forma 





i >0 la solución es la unión de los intervalos donde 
ço 


aparecen los signos (+), es decir: xe <-3,0>U4 <1tos>] 


Solución 


La inecuación dada escribiremos en la forma: 





o 
3 l «Sn és 3x +IxtxC —x— 3x *+3.0 
x—1 x+l x x(x— 1Xx+1) 
1 +2x+3 


xXx IXx+D — 
como VxeR, x +2x+3>9, entonces 


x +2x+3 l 
—— > & SS > 
x(x— D(x+1) ate 1Xx+ DD 


l 


—————— 20 o x(x-1Xx+1)>0. para x*-1,0.1 
x(x— D(x +!) 


Ahora resolviendo x(x — 1x + 1)=0, dedonde n=-1, 1, =0, m=1 
PR, ” a od a dera 
il 0 jo 


. esti Pla) E ab À 
Como la inecuación es de la forma 00 >0 la solución es la unión de los intervalos 
( 


donde aparecen el signo (+). es decir: xe <Il0>u<i+o> 


216 Eduardo Espinoza Ramos 


(3) 2x—25 2x +11 1 
= o a PE 
Mx +2x-3) Ux -1) x+3 





Solución 
La inecuación dada escribiremos en la forma: 


2x—25 E! 2x+11 1 


= s = >0, factorizando en el denominador 
Mx +2x-3) A] x+3 





2x— 25 7 2x+11 o l 
MAx+3Kx—D MUx-lx+D) x+3 





>0, efectuando operaciones 


Qx-25X(x +D+(Qx+1D(x+3)— 2x — x +D 


>0, simplificando se tiene: 
Ux Dx + D(x+3) 





a O ey como VxeR, a —3x+5>0, entonces: 
(xa +D(x+3) 
x -3x+5 ] 
—D—D-——> oO ———————————— >0 
(x— Dx + D(x+3) (x- Dx +D(x+3) 


| 


Doro” ANPR agi 
HEDCadico eo -Dx+Dx+3)>0, x * 


encontrando las raíces de (x — 1x + IXx +3)=0, donde n =-3, n =—l,n=1 


ER. e A Rr EA aca 
-3 -1 41 
P(x) 





Como la inecuación es de la forma 


donde aparece el signo (+), es decir: 


E) IP (+22) ” 
(x—2) —( +)? 


) >0 la solución es la unión de los intervalos 
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Por medio de la diferencia de cuadrados se tiene: 


[x-D- (+ Dt -D+(x+2)] 
[a-2)—-(x+D]ltg-D+(4+D] 





20, simplificando. 


—I(2x 
32x +) 6 o (Qx+IX2x-1)2>0 para x2— 


-IQx-D 2 
Ê l l 
encontrando las raíces de (2x + I(2x — 1) =0, de donde, n = “a Ea 
“E: fe A A 
-1/2 1/2 
: = P(a) Sa = : 
Como la inecuación es de la forma 00) >0 la solución es la unión de los intervalos 
X 


donde aparecen el signo (+), es decir: XxE< == >< arte > 


A 5 «Dx 
(65) Ea 20x O is 
x +2xº —13x+10 
Solución 


Factorizando tanto en el numerador y denominador. 


(x— 2x + 2x + Dx + 4) 


<0, para x -5,1,2 
(x +5)x— 2x —)) 


la inecuación dada es equivalente a: 

(x — 2x + 2x + Dx + 4x + 5x — 2x — D<O0 para x-5,1,2 
(xD (x+2Xx ++ +SA+HD<O para xx -5,1,2 

como V xe R, x£2, (x-2)? >0 entonces 

(x+2)Xkx + Dx +4x +5kx— 1) <O, para xx -5,1,2 


encontrando las raíces de (x + 2)Xx + D(x + 4Xx + 5x — 1) =0, de donde: 
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n=5, n=-4, n=-2. m=-), r,=1 
“== mas: DS O VT RO 7 a 
E E SA TA: E 
-5 -4 2 A 1 
; a P(s) E. E. g 
Como la inecuación es de la forma Eta O la solución es la unión de los intervalos 
dy 


donde aparecen el signo (-), es decir: XE <-00,5>U <4,2> U<-11> 
q qi-x , ” 


Solución 


La inecuación dada expresaremos en la forma 


E E] = Ec E e 
32x 1+4-x—6x+1 > 30x A de donde: 3 Sx+4 >3% 3x-2 
como a=3>0 > -5x+4>2x? -3x-2, de donde 


2 2 l 1 
2x? -2x-6<0 & x) +x-3<0, completando cuadrados ar Pd ad 


( + < = 2 p) 
Ba sec NB+ 3-1 








2 5 Essas; 


ED) co E co qu giga E 


x2-Sx+6 2x 3-4x+x 
Solución 


A la inecuación dada expresaremos en la forma 


MEre. se de >0, efectuando las operaciones: 
x =5x+16 2 3-44+1 á 


>0, desarrollando: 
2x(x— 3x —2Kx—1) 
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9 3 9 2 3 > Ee 3 Na: 
2x —2x +x -6x +llx-6-4x +8x O, simplineaids 
2x(x—3Ãx— 2x —1) 
PR (345 A El 
— DDD i<0 eo aa DO 
x(x— 3(x— 2X x —1) x(x—3Xx— 2Xx—1) 





Antigua 
para x *3 se tiene 2 
x(x— 2Xx—1) 
ly a 4 E ="a SE e SS ie 
Ea sa Ee 0 1 


2 


; =” Pl) s E E 
Como la inecuación es de la forma o Re O la solución es la unión de los intervalos 
x 









donde aparece el signo (-) es decir] xe< com o > 





Solución 


Aplicaremos la propiedad siguiente: a<b<c o a<b A b<c 

















E gx=3 E 1 x-3 x-3 2 
Se <— 6 —<>— — 
5 x+1 3 5 x+41 x+1 3 
x-3 1 x-3 2 
o —->0 e 
x+1 5 x+1 3 
Sx—-15-x-1 3x—-9-2x—-2 
o nz—"8"õ"zõãõmkHkíãí [—e eee 
S(x+1) 3(x +) 
Em x—4 AA E o 
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E) (x-4(x+D>0, xe-1L A (x-1Xx+D<0, x£-l 


ahora encontrando las raíces de (x — 4x + 1) = 0, de donde n=-I, n=4, 


n=-1, r=M 


aa a “ag “AE o e 
RA a MSF is 
-1 4 -1 1 


de acuerdo a la forma de la inecuación la solución es: 


xe <-co,]>U<d4,+0> A xe <1.ll> 





Solución 


A la inecuación dada escribiremos en la forma 








ses 5x? +36 x*-5xº —16 a 
T -—— <0 o >—————— <o0, factorizando 
x-16 x!-16 x -16 
2a 2 e 
E E +4) < “a 9 à 
(xº —4Kx* +4) x 4 
(x+3)Xx—3) 


<0O os («+3(x-3x+2Xx—-2)<0, parax £-2,2 
a x -3XK+2XX—2)<0, p 


ahora encontrando las raíces de: 
(x+3Xx— 3x +2Xx—-2)=0 dedonde n=-3, n=-2, n=2, n=3 
NS q E A 
+ - + - + 


=3 -2 2 3 


; = P(x) 
como la inecuación es de la forma 
x 
6 


donde aparecen los signos (-), es decir: Xe <3,2>0U<23> 





<0, la solución es la unión de los intervalos 
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8] 
to 


(x=9)" (=) 2H (*-9)<0, sin>l.neN 


Solución 
Para xz9, (x-9)” >0, (1-x))” >0, paraxz1. 
Entonces a la inecuación dado se puede simplificar, es decir: (1— x* xo! -9<0 
Factorizando (x-Dt +x+ Do 3 xx + Jay? + 3>0, xz1,9 
como VxeR, x?+x+1>0, x) +3>0 
entonces (xt 3x +43) > 0, x2/1,9 


ahora encontrando las raíces de: (x— 1D(x— J3 Xx+ 3 )=0 


ad Fossa sis” ct 
= Es Eta 


de donde: n=—3, n=l, n=3 3 : J3 


Como la inecuación es de la forma P(x) > 0, la solución es la unión de los intervalos 


donde aparece el signo (+), es decir: xe<-S3,1>U<V3,+0> —(9) 
3.34. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 











I. Resolver las siguientes inecuaciones 
(1) 5x—-2<10x+8<2x+16 Rpta. <-2,1> 
(2) SeIaso Rpta. [o esgl 
(3) tsc 2420 Rpta. ca 
(9) EE du: a>b>0 Rpta. <- E 


a 6b “Cia ap 


DD 
SEA 


800 


mt 
put 


O 0000000 0 0 6 





X 1 a 
—+—->Dl+— , c>b>a>0 
ab E 


rf á 3x+8 





3(x-5)-H4-30)2207-x)- Hx -5) 


Resolver las inecuaciones siguientes: 


2x2 -6x+3<0 


2x2 +6x-9<0 


9x2 +54x>-16 


—4x2 +4x+3>0 


4x2 +9x+9<0 
4xº -4x+7>0 
x! =22*.-8.<0 
adgt=Be =D 
É -2 p= 250 


31º —Bx+1124(x-—1) 


3x —-101+3<0 
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Rpta. <-0,2> 








23-33 -3+343 
Rpta. < a a > 


2 
Rpta. o. 
3 3 
13 
Rpta. pa 
Rpta. q 
Rpta. C.S.=R 


Rpta. <-2,2> 


Rpta. <-0,]> U <2,+00> 


Rpta. <-0,,/3-15>U< 3+4/5,+00 > 


Rpta. Vxe R 


1 
Rpta. < qa E 
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VOO OO 


BHO OCOCOOO 


x3x+7)<(x+2)? 
4x2 —-8x+1<0 


5x? —14x+9<0 


x2 +3x+2>0 


1-2x-3x? >0 


3x —-5x-2>0 
(e + 2” =1)=2450 
x(x — 3x — Dx + 2)> 16 


x! +2x!-x2 +4x-6<0 


QU +x-6)(4x-4-x?)<0 
2x) +3x) —11x-62>0 


x) 3x] —-13x+15>0 

x! -4x) x? +16x-12>0 

x* +32" 5x) — 15x? 4+4x+12>0 
xº-6xº -xº +29xº 4+8x-15<0 


fagã AE 
E) 


Rpta. <-—o, >u<-l, z 














Rpta. <-1,2> 
Rpta. 23 243, 
2 2 
9 
Rpta. [L,>] 
pta. [ E 


Rpta. <-00,-2> U <-1,+00> 
Rpta. [-1 1 
pta. g 
1 
Rpta. < So >U<2,+o> 
Rpta. <-00,3> U <2,+00> 
Rpta. <-o, 


Rpta. <-3,1> 


Rpta. <-00,-3] U [2,+00> 
l 
Rpta. le Udo > 


Rpta. <-3,]>U <5,+00> 
Rpta. <-00,2> U <1,2> U <3,+00> 


Rpta. <-3,2>U<-Li>U <2,+00> 


>0U<3,5> 
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t=560 1+/33 
nais ts A 


[e 
EN) 
Es 


OO BO 


ORSRORO NONO 


VOO 
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(x? —-2x-5Kx? -2x— 7x? —2x-4)>0 


Rpta. <-0,1-2/2>0<1-/6,1-95>0U<1+/5,1+/6>0U<1+242,+0%0 > 


x2*-2x! 15x) >0 Rpta. <-3,0> U <5,+oo> 
(é -5x? +7x-3(2-0)20 Rpta. [2,3] 
(x-aXx-bx-cx—- d)<0, sia<b<c<d Rpta. <a.b> U <cd> 


O +6x-D0O —2xº —-2x+4Kx +45) >0 


Rpta. E--3-VO>u<-5>0e-3+4 0, VI > velias 


(6x+3)? (2 —-D*(3x—5)” <0 Rpta. <-el>ucio> 
G-o'w? -Dd-x))x>0 Rpta. <-0,]>U <3,+00> 
x*-2x? -3x-2>0 Rpta. <-0,-1] U [2,.+00> 
x* 3x) +5x? -27x-36<0 Rpta. <-1,4> 

x! <x? Rpta. <-1,I>— (0) 


(2x? -4x—-DGx? —6x+4Xx? +4x—-2)>0 








Rpta. RE pn [O 2 a, Jê>uc E aa 

w +8xº +12x) -x? —8x—12>0 Rpta. <-6,-2> U<l],too> 
np +9Xx+4(x—5)>0 Rpta. <-00,4> U<-1,I> U <5,+o0> 
(x+2)Xx + 3Xx— 4x — 5) > 44 Rpta. Vxe R 

xº +6x! +9x2 +4>0 Rpta. Vxe R 
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O O 


O) 


VOO 


IE. 


OO RO RR RO RO ER”, 


x -3xº -6x-2<0 Rpta. <1-/2,1+/2> 


x 6x! 17x] +17x?2 +6x-1>0 


Rpta. < [3-5 -3+45 


7 >U<4-5I>uU<4+VI5,+0> 








Rpta.<—o,-1-/2>U<-1+4/2,+0> 


JA 3-8 
o Da 


2 


x*-2xº +8x-3>0 


é 2-4 410:-350 Rpta. [ 


HIS 3-5, o 
2 2 


(x— Dx — 3x + 5x + 1) 2 1680 Rpta. <-00,-7] U [9,+00> 


(x +9x- 3x — 7Xx + 5) < 385 Rpta. [-1-/71,-4]U[2,-1+ 471] 


Resolver las inecuaciones siguientes: 























E aid Rpta. <-00,-3> U <2,+00> 
2-x 3+x 
A 
É > E Rpta. E se 
3x-7 3-2x ; 2 3 
5) 249 
de e E dis Rpta. <2,+00> 
x—2 xe 
sh), I 
S = x Rpta. <—s, 4>U[—,2> 
r+4 x-2 2 


Rpta. <-2,0> U <0,+00> 








Rpta. <-os,-1>U<O0,> 


Rpta. Vxe R 
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O DOC 


O O O 


É 
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< Rpta. <-c0,4> 
x—4 2 a 
E < Ca <4 Rpta. <-,0> U <l,too> 
x x Ê 
x2+8  Sx-8B 
CS E——— Rpta. <-4,6] 





aa dE Rpta. Vxe R-(-2,2) 
x +4x+4 x —4 


1 2 
— « 
x+1 3x-l 





Rpta. <-—,-1 >U<53> 


2 tado: 

O Rpta. AD maio a re A 

2 (x-2/(2x+3) 2 6 

2x-1 3x-l 
+—— « 

x+1 x+2 





as Rpta. es GA báds ss gã 
x-1 4 


= s E Rpta. 4 
x +4 x 0 +x+4 
2. % v— 
(x apa 3 .o Rpta. < —oo,-S >< —3,— DD syevI>iyeãs > 
x +2YXx+3) 
nad SD Ba E] 
Da e Rpta. PRE a Sa e 
(x+6)(2x+3) 2 3 
Ds (x 8º i 
Ga a np. e gobrheb 
(x+1) Qx+5) 2 2 
x+4 x-2 
< 
x—-5 x+3 








Rpta. OR A E da 1 








<—2 Rpta. <-3,2>0U <1,4> 
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O 000 


6 


O O 


e "+ uno 
Lodi e PT Rpta. <—0,-3>U<—2,/2>U<3I,+o> 
(4X —2) 


x —-2x+3 3 
—— >-— Rpta. a dia 








wW -4x+3 
É + l >2 Rpta. <3,1> U<l,2> 
x+3 x- Pla. à - 
3r+1 1 
ps Rpta. [-1.0> 
X X 


x 023 3 


E Rpta. corsa erea ed 
x —4x+3 2 


210 +70 +80 +6x+1 





— >> > ww > > > O 
60 +17xº +237 + 187 +7x+1 
Rpta. DN PT 4 — TD PP |) de [PR 
2 2 
7 
— — b <5 Rpta. Eid MAES DMA pe ad 
x—l x -l 5 


12x) —-35xº —53) +53x +35x—12 


Xv +15 478%! + 1550 +78 +15x+1 


40] 4 3 ER] 
—e,—— > GS 


Rpta. < Pa 2 sv > 


2x-1 x+2 x 


x+4 3-x x+3 











Rpta. <-00,4> U <-3,3> 


5 
14x” Ma 


(==) (I-oÃl+a) 


Rpta. <-0,-1-3>U<-1+V3,1>U<12>U<2,40> 
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4 4 — Pra 
Es. Rpta. <-J6,-2>U<-Ll>U<2.46> 
x —5xº +4 

E o 
Em du. Ctdl EN Rpta. <2,+00> 

( +Dtax-2) 
O +5x+ 6)x* —16)0C —4x—12) il 
(1-3) (x— DO +1) 


Rpta. <a, 3>UCA5>U<L2>Uc6tm> 





4 e 
a sde = < a Rpta. <0,2> U <4,+roo> 
4-x 5 x 
2 á 
E tomo <2 Rpta. <-2,-1> 
x +3x+2 
2 DE 
Wc +x-6Xx —x—6) <0 Rpta. <-4,3]U [3,4> 


(ê — 402 —16) 


(+x+xA2—-x— x) —-2xº —3x— 2) 
(2x2 -4x—-DB3x? —-6x+ 90 +4x—- 2X 7) 


Rpta. <-—o,— Tue E pop ee2>uc sua i>u< 6+2,+40> 


x 12 x+1 5 
<—« Rpta. <— 
x+1 19 x+2 dl 








(x=3X0c+ 2) (x + Dx 4) 
x(x +70 — 3x + 302 44) 


Rpta. <-s,-3]U<-2,-3>0U[-1,0>U<V3,3]U[4,+0> 


EO ais 
Ed cio A Rpta. eme m U<2,+o> 
(x-2(M2x+D 2 2 
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x+5 























2 3 
—— +— > Rpta. 
x4+1 x 1-X » 
a ra 
x —-5x+6 2-x 3-»xXl-x) 
Sa 13 ú l Rpta. [21889 
x 4Hx-D 4x+12 2 
2 dg 
(1 sx)x* +5) 
Amis ds 
x—1 x+1 x 
4) Rpta. 
x+2 
E 2 
BE sia Cato, Rpta. 
(x +x+D(x —3x+2) 
3x 
o >l Rpta. 
x -x-6 
H3r+2 Tais 
x*-4x+3 Í 
2x—25 o 2x+11 à l Rpta. 
2x) +2x-3) 2xº-1) x+3 
x +4x+4 
(51) =——— 20 Rpta. 
x —4x—S5 . 
2x-xº—1 
(2) > iii Rpta. 
O qo 
(3) (2x 8x+8(x+3) 6 Rpta. 


x+6 


—3> 


<l,+00> 


<-c0,-6] (<2,3> 


0O>U<l +o> 


/889-31 
Sb 


<1l,+o>U [-2,9) 

<-1,0>U <l,+oo> 

<-2,+00> 

<—co,—/5] ÚU<12>U [ 45, +oo > 
<-2,2-10>0U<3,2+/10> 
<-c0,3> U <4,+0> — (1) 
<3,1>U <l,+roo> 

<-co,-]> |U <5,+00> 

<-1,0> U <0,1> 


<-00,-6>U [-3,+00> | 
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O ODOCCOBDCSOCIJCCJI]JDO]O 


É 


E so 

x 241.6 
x-1 

2x+1 3 

x+1 





o ; 
xº +4x+9 <0 
x2-4x-5 


2 
2 
= at 
x(x —x—2) 
2 3 
<—— 
3x-2 x+2 





32 x 4 


xX-4 x-2 x+42 





2 
2+x—-x >0 


De 


2 ; 
x -x?-8x+12 <0 
x +5x-14 


xX +8x-12—% 


20 
Tex =0 


2 +3x+2 x-2 
x—2 x+2 





l 2 3 
x+1 x+3 x+2 








2 , 
x +8x+24 6 
x+2 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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<l,+o> 


[-2,-1> 


<-1,5> 


<-c0,-1> U) <0,2> 


10 


2 
<2,—->U<—,+e> 
3 7 


[-4,-2> U <2,6] 


[-1,]>U<l,2] 


<-c0,-7> U [-3,2> 


[-3,]>U <6,+0>U (2) 


<-c0,-2> U <0,2> 


<-3,2>0 <1l> 


<-m1>U<05>U<Lto> 


<-2,+00> 
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O 


OR O RO RO RO RR 


O) 


< 


OO OO 


x—2  2x-3 
> 


x+2 4x] 











x*-3x — 6x” —28x— 24 


40+(x-1Xx—-3Xx+4)x+6) 


Ego sa 


x-4 x+2 x41 








3X +7x-6 " 3x) +16x-12 


a =n—'6 x -4x-12 


2x a x 
2X 47145 x +6x+5 
Ea ja 
x +3x+2 


3X —4 
x-6 


<x+6 





Resolver las inecuaciones siguientes: 


4x-3 3x-2 
(0.5) 2 >(0.0625) 5 





27 a < gr+3 


2x+1 2x-2 
(0.2) 2? <(0.0016) 5 





25 «+8 < 1655 


33453 34 t 


> E y X=2] 
qi 


231 
Rpta. <-—o,—2 > UCA JU A tes > 


Rpta. < 2-S>U<-LI>U<S,te> 


e] 
» 
V 











[NO] 
I 
» 
I 
[8] 
V 
de | dm 
Id] 
do | o 


x? +10x+16 
— 


É) 


x-—1 





O O 


Rpta. <—,+0o> 
Rpta. <-00,9> 
7 

Rpta. <-o,—> 
ai 2 


Rpta. <-co,12> 


1246 14008 
<-0DD———— > 


Rpta. 
ni 4 4 


[6] 
a 
ty 


000000 ODOCOCOIOO 


O) 


6.125 
“ 


x 


[60.57 (0.599) 


gi 
9:33 


2+1, gr+3 < 1 Jfag2ms 
27"! < Jos 


PA 
gu=ih 5. 


[81515 < Jogar 10 


Hx-272 
(256) 2 > 9907-97 g3xel o 565? 16) 





729º 243 « dee 
o pa ad 





3" 3% 527 
a=5 MH sn=O 
22 >83 
us 2x+1 
(0.216) 4 > (036) 9 
5 1 





(49 > (69 


[663 MAS que gp =4 8" 


2x+1 

340.000325"2 (02) 2 
l p— e) dy 
E Gui & coa? 
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Rpta. Vxe R 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. < 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


VxeR 


<-co,-]> 1) <1],+oo> 


21 


< —oo,- >] 
<110,+00> 

86 
<-c0,-1> U) <2,+00> 


<l.too> 


<-c0,13> 


dans 
É) 


Vxe R 


<-c0,-3> U <-2,-1] 


E 2293 +33 V2293-33 A 


86 
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sm 
org *lo.0256)*8) 2 </0.004096 
“0.008! > "(0.04)"? Rpta. <1,2>U [3,5] 
oo atoa Rpta. <-30> UI. 


0.016) > 0.25 Rpta. «DID UCS > 
gr > x4/22x Rpta. <-1,2]U<5,+0o> 
oo? € ko Rpta. <3,1>U [3,+0> 

o og" > (022 Rpta. <-30>U<53> 


2 x l 441 < l x+2 l x*-3x l 
== <(— e Rpta. <—o,-2]U[-—,+oo > 
250 q q (as) p Jul 3 


ardor? exgoriy Rpta. <-3,3> 
3 9 
| 13 ] 1 2x2 
x+3(— JO? < x+2(— Rpta. <-0,-3> U <-2,-1] 
( 28) ( 5) p 


2x-3 4-x 
(2 ai ) a x+92x+3 Rpta. <-1,+0> +-5) 


151 < (0.2)! (2) (0.0)? < 107? 
3 
2 :4/(0.00032)"*? e e O 0.5” (0.5 [é > (ud 
gr 


Lost > 0.625)? 


S0OOCOO 


( 


O O OO 


O OO 
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O 000 000000000 O 


6 


Resolver las ecuaciones siguientes: 


I na 
> + Vx —2x-4>2 
Vr=2404 


Vx+5+Vx<5 
NE Tales del dE 
Vx-9Yx +11820 

x+2<8 +48 
Vx-4-V8-x>1 


VX-I<vx+] 
V2x-9<3-x 
a 2 j 
V9x—x — 8(x =8x+12) “6 
x 


E 
(x 4x —2x+2 <0 


x +2 
Vx —2x-15 2 x+1 
V3x-6>-V4x-12 
45x-3-Vx-1>0 
3 
JYx-4 x 
1 


Xx— 


Ve -6x-* O 


8-x 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Rpta. <-0,1-/5>U<l+/5,0>-(1+ 46) 





[2.6]U (1,8) 


<-c0,4] 


<-c0,-3] 


[Bro> 


[1,+c0> 


[64.+00> 


[7.8> U (0) 
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Va-3 +/6-x <vx+1 
R= Ia = >vVx+1 


O AO 


VVx-3+)6-Vx =] 
VVx+1 “ 


qa= dia -2=06 


O) 


2 pads sea 


O 


VX2+3x+4 >0 
V2i+vx —4 
J=x+2. 0/4042 +)=9546 


Jozs- 2 agr aa? 1? 


<0 
2-2 -x+2 


>vx+1 





l 
Vx-1 
[x+6 [x+2 
< amam 
x x-—1 


E queda sa) 





8 000 OO 


Vxº —-43/x+4 < 
q x —4x+3 


Vx+4+2 
—— ww £<x-4 
2-Vx+4 


0 


O O 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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84+1645 
ET ] 





<-c0,3] 


<-c0,-2] U [2,.+00> 


[-25,2] UV <-11>uU (25) 
<1,2> 
<-c0,-6] U <1,2> 
3 
<>, HU[I3,+o > 
4 


<-co,4] UU <2,3> 


to 
ty 
[e 


O OO CCD O 


OMONORNO 


É 











>0 
oi = x —4 
x -3x-4 2 
— ——— > x —2x-29 
5-V16-x? 
COR a 
x+2 
dx =a-D=2 
WwW>— > x-—S5 
pa [e 
o (UE 14 = TOO 
E ass OO) 


V4-Vx+13 <Vx+5 
ibé —2x-150º — 6x) +9x) <0 


(x-D(x-27 


x+4 ad 
= 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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<vVi0-1, 1+0> 


<18,+0> 


<-5, 2] U [4,5> 


[-4,-1)U (4) 


[-4,-2]U [2,3] 


<-c0, 1] <5,+00> 


[3,0] U<2,5] 
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V3-3x <v21+4x—x? 
JF —x-12(x-5(2xX -3x—2)<0 


O O 


(44) PE E 
x -16 ai 
ESIEFaI 


VxX —3x+2>2-x 
É O a = 
NX? 6x x >3/x-10 


8-x 


V24-2x—-xº 


x 
[x-9 n [== gi) 
x+2 x+1 


VX —-5x— 3x 


9-x 


VxX —-4x—5 


4-V$-—9 


JX —x-12(x-5X2xº -3x— 2)<0 


Vx +x-2+3 ed 
9-x-1 


Vvx -5x+4-2 x 


2x-—6 
2-Jx—2 


<l 


O OO 


O) 








2x-10 


O 


>2x-—6 


O OO 


E 
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Rpta. [-2,1) 


Rpta. <-c0.-3] U [4,5] 


Rpta. < o >U< 3-5 | 
a 2 

Rpta. <-co,-4> 

Rpta. <2,+c0> 


Rpta. [7,8> U (0) 


Rpta. [-6,3] 


Rpta. <-2,1>U0 [3,5] 


Rpta. [8.9> U (0) 


Rpta. [-5,3]U (5) 


Rpta. <-0,-3] U [4,5] 


Rpta. <-2/2,-2]U [1.242 > 


Rpta. [-2,0] U [4,5] 


[8] 
95] 
o, 
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2 = E 
x-8 Ba >0 Rpta. <3,1>U [4,5] 
x-1 x+3 * 


O O 


VX -x+1<V4-x Rpta. <-3,N3> 
(57) og a, Rpta. c=-12-5 > edad > 
4x+4 
Vx+3+/x-6>2/6-x Jens 
elas TS RENAS 
J2x+3+ [ED 05 six (64) Vx-l+vx—2 prev mto 
Sds 2 x —-Jx 


[aVê-folxi16- +? -16-x 
3-Vx=2 TE * 


3.35. VALOR ABSOLUTO.- 


a) DEFINICIÓN.- Al valor absoluto del número real x denotaremos por | x |, y se 


O) 


define por la regla. 


Ejemplo.- |[7]=7, [7]=(N=7 


b) PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO.- 


(1) Jal>0, Vae R (2) laj>za VaeR 
(3) lal=l-al (9) labl=lallbl 


(5) IES. be0 (6) |la+b|</a|+|b| (desigualdad triangular) 


Sistema de Números Reales 239 


Demostraremos la 6º propiedad, las demás dejamos para el lector. 


la+b[?=|(a+b)? |=(a+b)? =a? +2ab+b? 
< Jal? +2Jallbl+|b/= dal+]bD* 


la+b/<(Gal+|b)? entonces . la+bl<slal+|b| 


INECUACIONES DONDE INTERVIENE VALOR ABSOLUTO. 
jal=0 & a=0 
jal=b é [b204 (a=b v a=-b)] 
lal=|bjes a=bva=b 
Sí b>0, entonces: 


P l|aj<b o b<a<b ii) jaljsb o bsasb 


O OVO 


SiabeR se verifica 


» l|al>bbeo a>bva<-b ii) lajl2zb o a2b va<s-b 


O » lada » laf=a? 


La demostración de estas propiedades dejamos para el lector. 
Ejemplo.- Resolver la ecuación [4x +3| =7 

Solución 
|4x+3]=7 os 4x+3=7 v 4x+3=7 


5 
&o x=lv x=— 
2 


Luego para x=1, x=— ; son soluciones para la ecuación dada. 
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Ejemplo.- Resolver la ecuación [2x +2| =6x-— 18 
Solución 
[2x+2|=6x-18 & [6x-18>20 A (x+2=6x-18 v 2x+2=-6x+ 18)] 


o |x23 A(x=5 v x=2)] 


a mma 


2 3 5 
Luego la solución de la ecuación es x =5. 
Ejemplo.- Resolver la ecuación |x-2]=|3--2x| 


Solución 
|x-2|=|3-2x| o x-2=3-2x v x-2=-3+2x 

ha 5 
la solución es: [1,—) 


4x+1|-|x-1 
Ejemplo.- Hallar el valor de la expresión: Rs sí xe <D,l> 


X 
Solución 
l 
dx+l, x2-— e 
|4x+1| = a RR E Es q r$ 
l l-x, x<l 
-4x-1, x<—— 


sixe<Ol> => |4x+1|=4x+1, |x-1|]=1-x 


+1|-|x—-1] 4x+1-(1-2) 5x 
Luego: eo Em] fá TR aC É RR A 
X X X 
|4x+1]-|x—1] 


=5, para xe <0,l> 
p 
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Ejemplo.- Resolver la ecuación |2x +2| =6x-— 18 
Solución 
|2x+2|=6x-18 & [6x- 1820 A (2x+2=6x-18 v 2x+2=-6x+ 18)] 
o [x23 A (x=5 vx=2)] 


2 3 5 


Luego la solución de la ecuaciónes x=5. 
Ejemplo.- Resolver la ecuación |x-2/=|/3-2x| 
Solución 


|x-2]=[3-2x| & x-2=3-2x v x-2=-3+2x 


& x=— v x=1, lasolución es: 15) 


Ê 4x+1|-|x-l1 Y 
Ejemplo.- Hallar el valor de la expresión: js (E sí xe <O,l> 


Ar 
Solución 
4x+1 > g 
PEA a ga | x—-1, x21 
[4x+1| = - |x-1| = l A 
=x=, ae %e A 


sixe <Ol> > |4x+1|=4x+1, |x-1|=1-x 


fe je j=set]. de dl=0=) DX 5 
ba x x 
|4x+1|-|x—1| 


=5, para xe <0,1> 
X 
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Ejemplo.- Resolver la inecuación |2x-5|<3 
Solución 
|2x-5|<3 & 3<2x-5<3 o 2<2x<8 
o lex<4 é xe <ld4> 
Luego la solución es x e <1,4> 


Ejemplo.- Resolver la inecuación: [PS |<3 
pa 

















Solución 
[EEBes é Ea o aguç Ras A BRO am 
x—6 x— x—6 x—6 
dx-23. 6 x-13. 6 
x—6 x— 


« (5x -23%x—-6)>0 A (x 13x —6)>9, xz6 


De av” de Aja a A id o do unido Coda 
Ep == Sy-+ A + - + 
23/5 6 6 13 


rec D>Ucóto> A <-0,6>U<I3,+o> 


EEE —, pe “O O---—-—-————-—-—— —— 
dg ——  —» 
23/5 6 13 
= TSE ESTE “O O--—-————— 


La solución es: rem E >uc 13,+00 > 


3.37. MÁXIMO ENTERO.- 


Si x es un número real, el máximo entero de x representaremos por [|x|] y es el mayor 


de todo los entero menores o iguales a x, es decir: 
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[lx|l=máx (ne Z/x>n) 


Para calcular el máximo entero de un número real x, se observa todos los enteros que se 
encuentran a la izquierda de x (o que coinciden con x, en caso que x sea entero) y el 
mayor de todos ellos es el máximo entero [| x |], por ejemplo: 


1 (O) 1 2x8 4 5 


De donde [|x1|] =2 
Ejemplo.- Hallar [[3.7]] 
De donde [[3.7|] =3 4 0 1 2 3 4 5 


Si x se encuentra entre dos enteros consecutivos de la forma: 


<—ES——— OO 
n x n+1 


Entonces: [lxl=n & nsx<n+1l, neZ 


Ejemplo.- Sí [lx]=5 & 5<x<6 
[lx] =-5 o -S<sx<-4 


NOTA.- Como se podrá observar siempre se toma él número entero más próximo a la 


izquierda. 
OBSERVACIÓN.- Por definición de máximo entero se tiene: 
ixl=n so n<x<n+l, ne Z 
& xe [nml>, ne Z 
Ejemplo.-[|x |[|=-4 & 4<x<3 => xe [-4.3> 


Ejemplo.-[| x |] = 2.15, es absurdo, puesto que todo máximo entero es un número entero. 
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(1) Ilxlle Z. por definición (2) llxl=xoxez 

(3) vxeR, Ixli<x, por definición Ixll<x<llx|+t, YxeR 
(5) 0sx-IIxll<t, vxeR (6) tilxDh=tx|, VxeR 
(1) lix+nl=llxl+n neZz 


Enefecto: Sea [|x|l=k, ke Z, entonces k<x<k+1 

= k+nsx+n<(k+n)+] 

> [|x+nlj=k+n=[|x|l+n 
IxJ<n e x<n+l,nezZ IixJ<n eo x<n nez 
|x]zn e x>2n, neZ, x€ R (11) [Iixj>n & x2n+] 
VxyeR, síx<xy & Ilxll<flyll 


x+yzix]+dy] 


0000 


xl=m m<x<m+] 
En efecto: Sean 


lyl=n + n<y<n+l 
m+nsx+y<(m+n)+2 

entonces [|x+y|l=m+n o m+n+1 

porlo tanto [|x+y|)zm+n + lx+ybzMx]+oy] 
Sí nez' > [nxf2nT)x]] 

Enefecto: Sea llx|l=m > m<x<m+1 
=> nm$<nx<m+n 


=> [|nx ||>nm + Qux2nljx/ 
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(15) SixeR y neZ*, entonces ptb p=0*) 
n n 


SiaybeZ, xe R, entonces se cumple: 
) a<lixj<xb >» a<x<b+l ii) asfixl<b > a<sx<b 
ii) a<llxj<b > a+rl<x<b 

Ejemplo.- 

(1) Resolver la ecuación [|3x + 1 |]=2 


Solución 


[|3x+1[]|=2 =» 2<3x+1<3 > qsa<i entonces xetãis> 


(2) Resolver la inecuación [| 5x |] <3 


Solución 


3 
[W5x]<3 >» 5x<3 > x<5 a E 


GQ) axl<x 


Síx<0 > 2x<x > [|2x|]<2x<x 


Solución 


Es decir [|2x|]<x + S,=<-00> 


Sí 0<x<— > 0<2x<1 = [|2x|]]=0<x 

: l 
Es decir [|2x || <x 2 6 Ne 
Si > => 2x>1 > [|2x|]>1 esdecir: [|2x|]|zx . S,=6 


E $=<-00>U<0-> 
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(O ÚUxi<lsal 


Solución 


Sea [|4x|]=P & P<áx<P+I > Econ. 22. qe is 
2 2, e 


R P 
>» 2xlj=— a —EZ 
[2x|) a A 


W2x|]<ll4x| > 5<P > 0<— > 0<P > 0<[|&«|] > 4x>1 


se > Cha 
4 4 


O Úsb<il 


Solución 


é 1 0<5x<l 
Sí O<x<— > > -lI<5x<0 > [|-Sxll=-1 y 1<0 


5 [|x|]=0 
| 
S,/=<0,—> 
5 
7 | l 
Sí 2 > -Sx<x = [-5Sxil<flx]] Ea Ride é 
“ S=<Oro> 
(O)  Ux-ih<tial 
Solución 


Sí x>1; supongamos que: [|x ||=k 

= [|x-1ll=k-1<k=[|x|] dedonde S, =[1+co > 

Sí x<1, entonces [|x- 1||<O A [|x||<O 

entonces [|x-1Ill<llxll . S;=<-oi> ue SR 


OD axl-De-Da+D>0 


Solución 
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a) Six<2 = f[|x ||-2<0, luego resolveremos 
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(x—2Xx + 1)>0 esdecir (x- 2x + 1)<0 dedonde S, =<-12> 


b) Sí 2<x<3, entonces [|x|]-2=0 dedonde S, =$ 


co) Six23 = [|x|]-2>0 luego resolveremos (x-2Xx+1)>0 


S; = [3.400 >(< —oo,-1 > 42,400 >) + S,=Bro> 


S=<12>U[3,+0> 


é -DoS +DVIx]]-x>0 


Solución 
[lx |]-x>0, entonces [|x||>x, pero por definición se tiene: [|x |] <x, 


VxeR = [|x]=xeZ 


Luego resolveremos (é -Dm? +D>20 > x21 


(O)  x-2IxbDba-Da+n>0 


Solución 


Wx-2xDh=d0-2]x0==[x 


) Six<0, > «“[|x|]>0, entonces resolveremos 


Ses 


(x— Dtx+ D20 à Sj=<-,—1] 


ii) Si0O<x<l = [|x|]=0 entonces S, =[01> 
hi) Six>1 = [|x|]>0, entonces resolveremos (x- Ix+1)<O0 


+ S=<o-1JUTO,1] 





x+2 
1 U=2 


Solución 


Sa = (1) 
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Se conoce que [|x|]+n &n<x<n+] 














240 o e da 4] ANS el gs 
x+3 x+3 x+3 
1 l 
& Iis<-—— <2 eo I<-—— ——— <2 
x+ x+3 x+3 








x+ x+3 
ss x+4 6 " 2+1..0 
x+3 x+3 


o [(x+4Xx+3)<0 A (Qx+7(x+3)>0], x*-3 


o xel-4,-3> A xe<-0,-5>U <-Iteo> 


Luego la solución es: xe 45 > 


|x|-1 
5 





(11) Resolver la inecuación [| (|>4 


Solución 


Aplicando la propiedad siguiente: SíyeZ, [|xl>y & x>y 


se2,| 


La solución es: xe <c,-21]]U [21,+400> 


|x|-1 
5 








[es o dps o |kl-1>20 


e l|x|>21 6 x>221 Vx<-2 


(12) Resolver la inecuación [||x|-2x|]=0 


Solución 
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Por definición de máximo entero se tiene: 


Wlx|-2x]=0 & 0<|x|-2x<it & 2<|x|<l+2x 


ahora por la propiedad transitiva (a<b<cesa<bA b<c) 


setiene: 2x<|x|<l+2x & 2x<|]x| Alxj<l+2x ce(1) 
' Xi X20 
además se conoce que: |x| = 
-x, x<0 


lº Six2>20 = |x|=x reemplazando en (1) se tiene: 
2x<0 A x<l+t)x > x<0 A x>-1 > xe <-1,0) 
La primera parte de la solución es: xe j04+c0> A <1.0) => x=0 


2º x<0 = |x|=-x reemplazando en (1) se tiene: 


2x<-x A -x<l+2x > x<0 A ss => xe<-.0] 
E l 1 
la segunda parte de la solución es: xe <c,0> A Sea = cd ai 


: 1 
Por lo tanto la solución de [||x|-2x[]=0 es: xe<-50>U (0) = E) 


3.39. INECUACIONES LOGARÍTMICAS.- 


Para el estudio de las inecuaciones logarítmicas es necesario recordar lo siguiente: 


En primer lugar la definición de logaritmo es decir: 


log, N=x & N=b", N>04A b>0 


En segundo lugar las propiedades del logaritmo 


A 
a) log, AB=log, A+log, B b) o q BA taBs É 
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ce) log, 4º =nlog, A d) log, W/A = Log, A 
n 


e) log,1=0 D Jlog,b=1 


Ea log, N 


2) log, 
log, a 


En tercer lugar se observa la gráfica y=log, x cuando b>1 y O<b<l1. También 
dentro del campo de los números reales, sólo tiene logaritmo los números reales positivo: 


ahora gratificamos la ecuación y=log, x. 





Al observar la gráfica se tiene los siguientes casos: 

1º CASO.- Cuando la base es b > 1. en la gráfica podemos observar: 

i) Los números mayores que 1 tiene logaritmo positivo. 

ii) Los números entre O y 1 tiene logaritmo negativo, entonces para cualquier 
x,.x,€ R* se tiene 
Síb>l y 0O<x,<x, & log, x, <log, x, 
De donde deducimos las relaciones siguientes: 


a) Síx>0, b>1I;NER > log,x>N & x>b” 


b) Six>0, b>I: NER > log,x<N & x<b” 
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2º CASO.- Cuándo la bascees0<b< 1, en ia gráfica podemos observar: 


i) Los números mayores que 1 tiene logaritmo negativo. 


ii) Los números entre O y 1 tiene logaritmo positivo, entonces para cualquier x,,x, de 


R* se tiene: 
St0O<b<l y O<x<x, € log, x; >log, x, 
de donde deducimos las relaciones siguientes: 


Six>0,0<b<ly NER > log,i>N & O<r<b" 


Síx>0, 0O<b<l y ER > log,x<N & x>b” 


OBSERVACIÓN.-  Resumiendo, para la solución de las inecuaciones logarítmicas se 


obtiene de la siguiente manera: 


a>c si b>l 


log, a>log,c 
Bb Bb e si O<b<l 


a>b si b>l 
log;ga>c & 
a<b si O<b<l 


Ejemplo.- Resolver las inecuaciones siguientes: 


(1) log. (2x+4)> log, (5x+3) 
Solución 


Calculando el campo de existencia de los logarítmicos dados 

3 3 
2x+4>0 A 5x+3>0 dedonde x>-2 A ae EE E lá 
como la base es 2>1. entonces se tiene: 


l h 
log, (2x+4)>l0g, (5x+3) & 2x+4>5x+3 => LS a, ASS 5% 7º 
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as 3 l 31 31 
La solución es: xe<-——.+o>MN<-c0,—>=<—— — > c S=<-=>,—> 
S; 3 3 3 3 
(BD)  log(2x+5)<-2 
3 


Solución 


Calculando el campo de existencia del logaritmo 


5 
2x+5>0, entonces x> É. de donde U = -áuto > 
1 s 
como la base es 3 <1, entonces se tiene: 


log; (Qx+5)<-2 & Cx+5>(7? > 2x+5>9 5» x>2 > xe <240> 
3 


Luego la solución es: xe< -auto >N<2,+0 >=< 2, + >  S=<2,+0> 
(G) — ogadx-2|-D>1 
Solución 

Calculando el campo de existencia del logaritmo 
|x-2|-1>0 > |x-2|[>1 5 x-2>1 vx-2<-1 > x>3 v x<l 
de donde U=<-00,]>U <3,+00> 
como la base es 2 > |, entonces se tiene: 
loga(|x-2|-D>1 > [x-2]-1>2 

> |x-2/>3 5» x-2>3 vx-2<-3 > x>5 vx<- 
XE <oco, -]|>1)<5,+o> 
La solución es: x € (<-00,1>U <3, +00>) MN (<-c0,-1> U <5,+00>) 


S = <-co,-]> U <5,too> 
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(4) log, ( 


E 
x—1 





Solución 


x+15 











El logaritmo dado está bien definida sí x>0 y xx además l >0 
X— 

Luego el campo de existenciaes U=<l,ro> 

15 á - 
log (2 2)>1 = afro >» a O, de JOE 

x-1 - x- 
x415-22 4x sig -5) 
O do = E Do q ENA 
x—1 x- a) 

de donde xe <l,+o0> U<1,5> 
La solución es: xe <l,+00>9 (<-c0,-3> U <1,5>) = <1,5> = S= <I5> 


(5) Resolver la inecuación log,,a(2x+45)<-2 


Solución 


Aplicando la propiedad siguiente: x>0, O<b<l, NER, log,x<N & x> b” 


5 
para nuestro caso 2x +5>0 =» dE 


i 
log; ;(2x+5)<-2 & 2x+5>(5)º 


2x+5>9 é 2x>4 => x>2, lasoluciónes: xe <2+00> 
(6) Resolver la inecuación log;(|x—-2]-1)>1 
Solución 
Aplicando la propiedad siguiente: x>0,b>1, Ne R, log,x>N & x> br 


para nuestro caso se tiene |x-2]-1>0 
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jx=2|>1] & x=251. vy xe & n>B viral 
log,s(|x-2|-D>1 & |x-2]-1>2 
|jx-2|>346 x-2>3 v x-2<-3 gexesSPN< 


La solución es x € <-cs,-1> U <5,+00> 


3.40. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


(1) |xº+2|=2x+1 


Solución 
Por definición de valor absoluto |x? +2| = x2+2 ese (1) 
Al reemplazaren |x? +2]=2x+1 se tiene: 
x?+2=2x+1 dedonde x” -2x+1=0 


(x—1? =0 entonces x=1. Luego la soluciónes: x= 1 


(2) [x =g=6]= e? 


|x?-x-6|=x+2 & [x+220 A(x -x-6=1+2 v x) -x-6=-x-2)] 
o 224 (1?-2x-8=0 v xº=4)] 
eo [2-2 À (4-4, 1=2 v n-82)] 


La solución es el conjunto (-2,2,4) 


(3) x -2]x|-3=0 
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Solución 


La ecuación dada se expresa así: 
2|xj=x)-3 & [x?-3>20 A (2x=xº-3 v 2x=-xº +39] 
o [x/23A (xº-2x-3=0 v x2+2x-3=0)) 


o uz) V x<-43) A (x=3-1 Vx=3D 








pio La soluciónes ([-3.3] 


(4)  Ix-s]=|x-2] 


Aplicamos la propiedad: |lal=|b| & a=bVa=b 


Solución 


lx-4|=|x-2] & x-4=x-2 Vx-d4=x+2 
e 42 VM 


eo 4 Vx=3, Lasoluciónesx=3 
O Jssalal3-a| 


Ix-2|=|3-2x| & x-2=3-2x V x-2=-03+2x 


Solución 


Es = V x=1, Lasolución es: (15) 


(6) al +] | 251.1 - 9841 
Solución 


Aplicando la definición de valor absoluto 


[+21] 


So ga 


eo, vo O 4, HE 
x k pot-ate 
-x—-2., x<-2 
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A goma 7 
+ - + 


-2 1 


|x+2|=-x—2 


para x<-2 > 
pi o [a 


reemplazando en la ecuación 254 [2 1|=2* 41, se tiene: 
2"2-q-2")=2" 41. simplificando 272=2 >» x-2=1 5 x=-3 
Luego x<-2, la solución es x = -3 


|x+2]=x+2 
Para -2<x<-1 > i : 
pás =) =1-2"t 


reemplazando en la ecuación 22 -(1-2*t)=2** +1, simplificando 


22-92 5 x+2=15 x=-l, como -2<x<-1 entonces x=-1 no es solución 


|x+2]=x+2 


Para x>2-1 =» , i 
12% -1|=2% ==] 


reemplazando en la ecuación se tiene: 22 (2! -1=2*! +1, simplificando 


22-92. > x4+2=x+2, Vxe R 


Luego la solución para x>-les R A [-1,0>=[-1.00> 


Por lo tanto la solución de la ecuación es: x=3 y [-lro> 


|x? -9|+|x? —-4|=5 
Solución 


A la ecuación |x? —9]+| x? —4] = 5 expresaremos en la forma: 


|ix+3||x-3|+|x-2||x+2]=5 (1) 
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analizando en cada intervalo [,, i=1,2,3,4,5 


13] ==2=3 * Jx=3]-3- 
Para x<-3 = E | j Já | Ê 


(2 
jx+2]=-x-2 : |x-2[=2-x o 
Reemplazando (2) en (1) se tiene: (-x-3(3-»)+(x-2(2-x)=5 
efectuando y simplificando x2=9 > x=+3 
luego como x<-3lasoluciónes: xe <-c0,3>A [+3]=6 
|x+3]=x+3 ; |x-3]=3-x 
Para 3<x< 2 = 08) 
|x+2]=-x-2: |Jx-2]=2-= 


Reemplazando (3) en (1) se tiene: (x +33 -») —-(x+9)Q -x)=5 
efectuando operaciones y simplificando: 9-xº -4+xº =5 => 5=5 esvalido Vxe R 


luego la solución es: | [-3,-2> NR = [-3.-2> 


|x+3]=x+3 : |x-3]=3-x 
Para -2<x<2 = 


|x+2]=x+2 ; |x-2]=2-x neo 
Reemplazando (4) en (1) se tiene: (x+3(3-») +(x+242-x)=5 
9-7 4+4-x)=5 > x=+2 
luego la solieiión es: [-2,2> n(+2)=([-2) 
para 2<x<3 | mm, = . a E «05(5) 


reemplazando (5) ent1) setiene: X+W)3-x)+(x+2x -2)=5 


efectuando y simplificando 5 =5 es valido Vx e R 
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Luego la solución es: | [2,3>N R = [2,3> 


Para x>23 > | 


|x+3]=x+3 , |x-3]=x—-3 
[x+2]=x+2 , |x-2]=x-2 


... (6) 


Reemplazando (6) en (1) setiene: (x+3Xkx-3)+(x+2Xx-2)=5 


efectuando y simplificando: x? =9 > x=+3 


Luego la solución es: | [3,+0>m [+ 3) = (3) 


Por lo tanto la solución de la ecuación es: [-3,2>v (-2])U[2,3>v (3) 


|xº =a[==2444 


o [-3,-2] 7) [2,3] 


Solución 


Por la propiedad: |jaj=b e b>0 A (a=b v a=-b) 


|x? -4]=-2x+4 & 


&S 


&S 


-2x+420 A (x? -4=-23+4 v x? -4=2x-4) 
x<2 A (x2+2x-8=0 v xº-2x=0) 


Xx<2 A ((x+4(x-2)=0 v x(x-2)=0) 


Xx<2 A (x=2,4 v x=0,2) 


Luego [-4. 0, 2] son las soluciones de la ecuación dada 


|x2+3)]=|2x+1] 


Solución 


Por la propiedad: Jal=|b| & a=bva=-b 


[x +3]=|2x+1] & 


Led 


& 


x 43=2x+41 v x2+3=-2x-1 


x2-2x+42=0 v x) +2x+4=0 


Qvo = 


" ' é ' 
La soluciónes él4 puestoque Vxe R, x —-2x+2>0, x +2x+4>0 
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[17 +6x+1]=2x+6 
Solución 
Por la propiedad: [al=b e b>20 A (a=b v a=-b) 
[x +6x+1]=2x+6 & 2x+620 A [x +6x+1=21+6 v x? +6x+1=-2x-6] 
o x>2-3 A (14º +4x-5=0 v x2+8x+7=0) 
o x23 A (x=1,5 vx=-1,7) RR sd = 
| 

de fr + 
Luego la solución es (-1,1) 7 5 3 4 1 
3x+8 
[1 =8 
2x-3 

Solución 

3 
| BO q eo E V Bio ro quê À 
2x-3 2x-3 2x—3 2 

o 3Ix+8=8(2x-3) v 3x+8=-8(2x—3), xe5 

2 16 

e» 13x=32 v 19x= 16, Luego la solución es: =. ai 

llx|-5|=2x-3 


Solución 


Wxl-5|/=2x-3 & 2x-3>20 A (|x|-5=2x-3 v |x|-5=-2x+3) 


o 25 A (xE2x+2 V |x|--2x+8) 
Como 125 > |xl=x > x=2x+2 v x=-2x+8 


DD x=2V 4= 


ts | 00 


s 8 
+ porlo tanto la soluciónes x= s 
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(3) Ix-4[ -s|x-4]+6=0 


Solución 
Factorizando se tiene:  (|x-4|]-3X|x-4|]-2)=0 
e |x-4[-3=0 v|x-4]-2=0 
e |x-4|=3 v |x-4]=2 
o (x-4=3)vx-4=3) v(x-4=2vx-4=-2) 
o x=7vx=1 vx=6 vx=2, las soluciones son: [1,2,6,7) 


[4x+7]-|x-7] 


Hallar el valor de la expresión: si xe <2,5> 
x 


Solución 


Por la definición de valor absoluto se tiene: 


x—7 si x27 


4x+7 si x2-— 
5 Jx-7|= 
7-x si x<7 


ahora paraxe <2,5> o |4x+7]=4x+7, |x-]=7-x 


|4x+7]=|x=7] 4x+7=01-0) 5x0 
x X X 


como xe <2,5> «> 5 


|4x+47]-|x=7] 
X 


=5 si xe <2,5> 


[5x+4|-|4+3x| 


(15) Hallar el valor de la expresión: 
x 


si xe <0,3> 


Solución 


Aplicando la definición de valor absoluto 
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|53x+4| = + |4+3x|= 


ahora para xe <0.3> & |5x+4|=5x+4, |4+3x|=4+3x 


= lide ne 
como xe <0,3> & [5x+4|-[4-3x] Sx+4-(4+30) 2x 
X X X 


- 15x+4]-|4+3x] 
ii x 


=2 si xe <0,3> 


|5x-20]-/[3x-20| 


Hallar el valor de la expresión: sSixe <3,2> 


ES 
Solución 
Aplicando la definición de valor absoluto 
1 

É 20 
a se 
Sx-20 si x>4 3x-20 s x> E 
[52-20] =iogdlad o 4 13-20] = É, 
edi. Mia si 20-3x si a 


ahora para x e <-3,-2> & |5x-20/=20-5x, |3x—20]= 20 — 3x 


15x-20]-13x-20]. 20-51-0-30 2 
x x o 


como xe <-3,2> «& =-2 


- |5x=20/-|2»=20] 


x 


—2 sixe <3.-2> 


; a 2 
(17) Resolver la mecuación |xº —4j5 
Solución 


Por la propiedad: |a|<b « -b<a<b donde b>O 


ju 405 & Scr -da5 
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o -l<ex)<9 & I<énx<o 


&o xe Rn-I<x<3 


e -3<x<3, Luegolasolución es 


|9-x?|>3 


Solución 


Por la propiedad |aj2b es a2b Va<xb 
|9-x|>23 & 9-x)>3 v 9-x)<3 
eo x)<6 v x)2>12 


oo — 6<x<v6 vz vas 





VE NE VE NR 





Solución 


Mediante la propiedad: |jajl<b & b<a<b 














Pd E gt as 
x+1 x+1 
E” RD im 3x3 o 
x+1 x+1 
<> Em A E ada x=-l 
x+1 1 


eo (5x-Ix+1D)>04A (x-5x+1)<0, xz-1 
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ER Fogo pr ET E q = siria j 
DS 
-1 1/5 1 5 


recem DU <oite> A xe<-l5> 











-—— — O Oo-—-—-—————————— 
al 1/5 5 
Oo --- 220 === ——— O 
Es 1 
Luego la solución es | xe< e > 
1 1 
Resolver: e ll 
4 a 
Solución 
l 
E li] > La i <1l => l<x+4<3 
+4 3 3 x+4 


=> -3<x<-l, luego la soluciónes x e [-3,-1] 


Resolver | 2|— | 
2x-1 2 


Solución 


5 1 5 
lets 


e mea de para pa lo se tiene 
2x-1 x—2 [2x-1] |x-2] 2 


Six-2] > |2x — 1|, elevando al cuadrado 25(x— 2)? >(2x—1)? efectuando y simplificando: 


e qa. ds 
7x? -32x+33>0 é (7x- 11Xx-3)20 
11/7 3 


Como (7x — 1l)X(x — 3) >0, se toma los intervalos donde aparecen el signo (+), es decir 


1" 1 
< =] Ul3, + >. Luego la solución es: | < ee WU [3,40 > +) 
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(22) Resolver la inecuación: |x-H* +2]x-1|-3<0 
Solución 
Completando cuadrados se tiene: 
(x-H+0)?<4 & Z<|x+I|+I<2 
e 3<jx+Ij<l 
eo 3<lx+IlA|x+Ij<l & RA -l<x+1<l 


e RA-2<x<o0, |lasoluciónes xe <-2,0> 


(3) Ix-3/-3]x-3|-18>0 


Solución 
Factorizando se tiene: 
dx-3|-6x-3]+9>0 o dx-3|>64|x-3]>-)v(lx-3]<6A|x-3|<-3) 
eo (|x-3|>6 AR) vô 
o (x-3>6 vx-3<-6) AR 
& (x>9 vx<-3) AR 


o (x<3vx>9) 


La solución es | x E <-c0,-3> |U) <9 +oo> 





Solución 


x, x20 


Por la definición de valor absoluto | x | 
—x, x<0 


Six<0 = |x|=-x, reemplazando en la ecuación dada se tiene 
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—x—1 x+1 x+1 








20 = 20 > >— 20 o (x+1Xx-2)>0, para x22 
2—-x x—2 x—2 
O JAPA 
dedonde (x+1Xx-2)=0 >» n=-1,n=2 — Lo + 
-1 ES s 


destil é a : E 
como —— >0 la solución es la unión de los intervalos donde aparecen el signo (+) es 


decir: xe (<-co,-1]U<2,+0>) A <-co,0] 


“. XE <-co,-1] (1) 


Six>0 > |x|=x, reemplazando en la ecuación dada se tiene 


Ely > E de donde 
2-x = 
Si sl o (x-IXx-2)<0 para x£2 
“ui FE MA 7, AR 
qi RR O A q 
Entonces (x-1(x-2)=0 > n=1, n=2 1 2 


—1 ; 
Como “> <0 > lasoluciónes: xe [0,+0> A [1,2>=[1,2> 


La solución de la inecuación es la unión de (1) y (2) es decir: xe <c-1]UT[I,2> 


l x 
E) Is 
2x+3 3x+7 








Solución 


1 |x| 
ES | É 


Ê = < 
2x—+3 3x+7 [2x+3] |3x+7] 














Para red, se tiene: [3x +7|<|x||2x+3] RO | 


a) 


b) 


c) 
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e ir = Aus 
- + EE 


-7/8 -3/2 0 


|3x+7|=-3x—7 
si x<—-— > dx|=-x «.« (2) 
[2x+3] =-2x-3 


reemplazando (2) en (1) se tiene: -3x— 7 < (-x)-2x — 3) de donde 2x2 +6x+720 


perocomo VxeR, 2x) +6x+72>0 


la solución es: <e-5>A R= <-> 


e [3x+7[-3x+7 
Si-—-<x<-— > dxf-s (3) 
[2x+3H- -2x-3 


reemplazando (3) en (1) se tiene: 3x+7<-x(-2x— 3) de donde 2 =750 


2142-720 > (V2x+7XN2x-7)20 


E Servas 
Pa Jd + 


NT ol? 
a os 





mx 7 
La solución es: paid A (A U 12 >) 
g 2 2 2 





[3x+7]=3x+7 
Si = see > xl=-— ... (4) 
E [2x+3]=2x+3 
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reemplazando (4) en (1) se tiene: 3x +7<(-x)2x + 3) de donde 2xº +6x+7<0 


: 3 
como VxE R, 2x) +614+7>0 entonces la solución es: ass: 0> A 6=6 


|3x+7|=3x+7 
d) Si x>0 > i|x|=x «=5165) 
[2x+3]=2x+3 


reemplazando (5) en (1) se tiene: 3x +7 <x(2x +3) = 2” =750 


pesei fo SA E 


21º -720 e (V2x+/7XN02x-V7)20 E Fi 
7 = 7 

[O, +00 > (< E O U (/5> »=L+=> 
7 7 7 7 

luego la respuesta es: <->, —-— >U<—— — || U[|— +o> 
3 3 o 2 





La solución es: 








ESSA 
1-|x| 
Solución 
' agr x-lI,six21 x,six>0 
Aplicando la definición de valor absoluto: |x—1| = j slpel= Í 
I-x,six<l —x, Six<0 
a pg — 
0 1 
[x] =—x 
a) Six<0 =5 2) 
|x-1|=1-x 
' l-x—(-x I 
reemplazando (2) en la inecuación dada. Ele cio 20 > 20 


1-(-2) l+x 


como —20 o x+120, x£1 6 x>-l 
x+ 
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La solución para este caso es: | <-co,0> A <-co, -1>=<-1,0> 


|xEx 


b) Si0O<x<l 5 ano (3 
à PÉ es (6) 


reemplazando (2) en la ecuación dada: 


l-x—-x 2x-—1 





20 o (Qx-1Xx-1)>0 paraxzl 
I-x = 


ahora mediante el criterio de los puntos críticos se tiene: 
Re e A TS 
+ - + 


1/2 1 


La solución para este caso es: | [0,1) > A k< “es, A] V <l+o>)= [0.5] 


: lx|=-x 
co) Six21 5 ... (4) 
|x-1|=x-1 


reemplazando (4) en la inecuación dada: 


= | l 
o & — 20 é x-1>0 para x£1 dedonde x>1. 
= ne 


La solución para este caso es: | [1,+oo> A <1,too> = <l,too> 


1 1 
Por lo tanto la respuesta es: |<-1,0>U [0,5] U<l,+o> =< =L ol U<l,+oo> 


[2x2 =3x-9e2]xº -2x=3| 


Solución 


2x) -3x-9=(2x+3Xx—3) 
Se conoce que: E ssa (1) 
xº—-2x-3=(x+1)X(x—3) 


Reemplazando (1) en la inecuación dada 
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[2x -3x-9] <2]x2-2x-3] o [OQ +Ik-D|<2|x+ 1-3] 
de donde: |2x+3||x-3|<2|x+1||x-3| para x=3 
se tiene: |2x+3|<2]x+1|, elevando al cuadrado: 


4xº +12x+9< 4x? +8x+4 > 4x<-5 de donde: 


5 ja 5 
X< E : luego la solución es: | xe< Ri > 


[Las ei 
X 


Solución 


Mediante la propiedad: jaj<b es b<a<b 


— 


I l 
|--2|<ii e alliod- 2 e 9<-<l13 
XxX X XxX 


mediante la propiedad: a<b<c «s a<b A b<c 


EA « «gua A 1<13 








x x x 
dat q " lx. 6 
x x 
a MST ao " A e. BETE 
-1/9 0 0 1/13 


l 
La soluciónes: xe(< es >U<0,+o >)n (< —00,0 > U< TE dis >) 


l l 
“+ XE<-00,—-— >U< —, to > 


13x+2]<|2x=1|4|x+43] 


Solución 
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Aplicando la desigualdad triangular 


VxeR: |3x+2]=|(Qx-D+(x+3)| <|2x-1|+|x+3] 


Por lo tanto la solución es: 


4* +92%3 -9 > 0) 
Solución 


Se conoce: 4" =2*, 93 =8.9* 
4423. 9>0 é 27 482"-9>0 
22" +82" -9>0 é (2º +9(2º -D>0 
2 +92” -)20 & (2º+920 A 2*-1>0) V (2º +9<0 A 2" -1<0) 


o Q2-9A 221) V(W<-9 AZ <] 
e xe (R A[O,40>) V(GA <-co,0]) 
- EEB 
Demostrar que: Sí |x-al<R > xe [a-R,a+R] 
Solución 
Si |x-a|<R > R<x-a<R 
>» a-R<x<a+R 


> xe[a-Roa+R] 








2x+3 7 
Demostrar que: Sí |x+4|<1l > | a |<— 
x—1 4 
Solución 
2x+3 5 
A la expresión expresaremos en la forma: is =2+— «« (1) 





x—1 x—1 
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Como |x+4|<1 = -I<x+4<1 sumando -s se tiene: 


>» 6<x-1I<-4 invirtiendo 


>» RR por 5 
4 x- 6 

=; É cube sumando 2 
4 x+1 
3 5 Tica 

> o —<2+4—— <-—<— 


3 2x+3 7 2x+3 7 
- a +» (EI o 
4 x-l 4 x-1 4 
(63) sell aj 
x —2x-3 
Solución 

2x-1, pd 
Por definición de valor absoluto: |2x-1- Y 
1-2x, x<— 
P, 

Ep q Vr——=———. 

- V + 
1/2 


Sí x<5 = |2x-1|=1-2x 


Reemplazando en la inecuación dada: 


1-2x+1 2x—-2 
———— <x0 & 


< — DL DL > — Dix —3 Dz0 
E cDy-s (x—Hx+1) a E 


para x % -1,3. Mediante el criterio de los puntos críticos se tiene: 


ts a Rio 
SPA En PR 


-1 1 3 
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- l 
La solución para este caso es: XxE<-—c0,— > A (<-11] U<3+o>) 


l 
“+ xe<-l,—> 
2 


5 l E : 
Si x> E => |2x-1|=2x— 1, reemplazando en la inecuación dada 


2x-1+1 x 
— e 


5 < SS —>—— <0 > x(x-3I(x + D)<0,x=-1,3 
x —-2x-3 (x—3Xx+1) 


E = Re jp a 
us 4 


-1 (O) 3 


Mediante el criterio de los puntos críticos se tiene: 


es l 
La solución para este caso es: xe + >n(<-oe,-1>0U[0,3>) 


l 
“ xel-,;3> 
2 
5. , asa l 1 
Por lo tanto la solución de la inecuación és: | xe< o) >U 3 >=<-1,3> 


Eis EA 
jxf-10 
Solución 


A la inecuación expresaremos en la forma 


Ell&=H=1,, 


» 
lx 212.6 >0 (1) 


jxj-=10 |x|-1 


Ahora aplicamos la definición de valor absoluto. 


DD 
a: E a + 


i — 1 x21 
Ea x si x>0 Leaf | si x> 0 4 


-xsix<0. l-x. si x<l 


parax<O =|x|=-x, jx-I]=1-x sxsi(2) 
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0-2. ” <0 (e 2X+D 
—x—1 x+1 x+1) 


(O) 


(x— 2Xx+ 1) EO 


> x-2<0, xz-1 
x+1 


para xx, 


> x€ <co -|>Ww<-1,2] 
Luego la solución para este caso es: xe <-c,0> M (<-co -|> WU <-1,1]) 
para 0<x<1l, > |xl=x, |x-1|=1-x cos (3) 


reemplazando (3) en (1) se tiene: 


pe =) a 2 + alo 
x(l— x) 250 X—X 250 - x X+2 0 
x—1 x—] x-—1 


pero como VxeR, x*-x+2>0 > a, > x-1<0 


xz1 = x<1, luego la solución para este caso es: x e [0,1> N<-c,1>=[0,1>... (P) 
para x 21] > |xj=x, |x-1|=x-1 
reemplazando (4) en (1) se tiene: 


PRE TiD e RT 
atx—1) E XT — x 2.0 (x 24 +D o 


É im | =] x-1 
> (x-Mx+Ikx- D20, paraxzl 
Ahora por el criterio de los puntos críticos se tiene 


is O q 
- + E + 


ci 1 2 


xe [1+0>0([-,]>U 2+c>) 
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Por lo tanto la solución general de la inecuación es: la unión de (0). (B) y () 


XE <co,-|>U<-1,0>U [0,1> U [2,+0> 


SR q 
|4x-x* | > 


0 
ese 


Solución 


A la inecuación dada expresaremos en la forma. 


4x [5 6 lxlix—4|-5., 


pa aa 


Aplicando la definición de valor absoluto: 


(O) ... (1) 


E LE NM CR 
x si x>0 x-4 si x>4 + E + 
|xF |x-4E- 
-x si x<0 4-x si x<4 0 4 
Parax<0O > |x|=x, |x-4|=4-x ... (2) 
. (4 nj=5 É ms 
Reemplazando (2) en (1, se tiene: E > E 
l+x x+1 
—5Xx+ 
RESID aj para xá£-l,x-520 > x25 
x+1 
La solución para este caso se tiene: xe <-o0> mM [Stco> = q ... (0%) 
Para 0<x<4 > |x|=x, |x —-4|=4-x .. (3) 


Reemplazando (3) en (1) se tiene: 


es = Bo 
HDS os Da, eecinimtas 


l-x l-x x—1 


0 


] 
como VxeR, x2-4x45>0 > E ida > x-120, xzl 
xs 


entonces x > 1, por lo tanto la solución para este caso es: 
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ii recuse No 


para x>24 > |x|=x, |x-4|=x-4 .. (4) 


reemplazando (4) en (1) se tiene: 


Rs ad qn 2 Ay— 
v(x—4) '.0 A xº—dx 's0 =” x —4x 3.0 


l-x 


l-x x—1 


para x 1. (x — 5)X(x+D(x—1) 20, ahora mediante el criterio de los puntos críticos se tiene: 


ES E A UI S/S 
- + 


- + 
1 1 5 


la solución para este caso es: x e [4,+0> mn ([-1l>U [5,+0>) 


La solución general es la unión de (01), (PB). y (9) 


«xe<l4>0U[5Stpo> 
à 
Pal so 
8x-|9-»* | 
Solución 


A la inecuación dada se puede expresar en la forma: 


2 


Di se Pao | [ps 
Bd o o E (propiedad del valor absoluto) 
8r-|9-x*| 8x—|x” -9] 

[ad |x-2|-xº tb 


————— £ NS Ti E 
Sa [9-4 8x—|x+3]|x-3| 
ahora aplicando la definición de valor absoluto. 


x+3, x2-3 x—2., x22 
|x+3] = «jx-2|= «|x-3] = 
—-x—3 . x<-3 2-x Xx< 


Pa”, > 
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—s—e— Ss» 
-3 2 3 
Six<-3, > |x+3|=x-3, |x-2|=2-x, |x-3]=3-x (2) 


Ahora reemplazamos (2) en (1) se tiene: 


digo Disigr 9 
> >> —>—-— 40 > ———— <0 
Bx—-(-x—-3(3- x) Bx+(3+x(3- x) 


2 


2 
2-x—x <0 x +x—2 <0 
8x+9-x? x -8x-9 
COD ao us (x+2Xx- 1x- 9x + D<0. x*-1,9 
(x-9x+1) 
nem e 2 Cas ds ITA E 
-2 -1 1 9 


de donde x e [-2,-1>U [1,9> 

La solución para el caso en que x <-3 es: xe ([-2,-1>U [1.9>)n <-00,3>=Q 
para -3< x<2 => |x+3]=x+3, |x-2]=2-x, |x-3]=3-x E o (B) 
reemplazando (3) en (1) se tiene: 


Z z 


2-x—x 2-x—-x 


W+x-2 
TITO «cg» >0 
8x—(x+3)(3- x) 8x-9+x 


<0 —— 2 
x +8x-9 


DO estrado jd AMRS OpaRe 2a 
(x+9)(x—1) 
á Ta TA Fra 
(x+2Xx+9Xx—1)* 20, x£-9,1 sm GENE do AR GR TT 
-9 -2 1 


de donde x E <-c0,-9> WU [-2.1>U <l.+o0> 


La solución para este caso en que -3 <x<2es: 
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x € (<-00,9>0U[-2.1]>U<l+o>m [-3.2> 


(0 


paraZ2<x<3 => |x+3]-x+3,|x- 2220 ax 3]-3-x ... (4) 


reemplazando (4) en (1) se tiene: 


x—2-x <0 ad ais fi >0 
8x-—-(x+3X3-— x) Brx-9+x* x +8x-9 
como x2-x+2>0 VxeR > E, 

x +8x-9 

I 1 
——— 20 > ——— 20 > (x+9Xx-1)>0, xx-9,1 
x +8x—9 (x+9Xx—1) 

Na da E 
+ y - Vo+ 
-9 1 


de donde x E <-00,9> U <1.+oo> 

La solución para este caso en que 2<x<3 es: 

XE <-c0,9>UW <l,to>M [2,3> = [2,3> (PB) 
parax>23 >» |x+3]=x+3, |x-2|=x-2, |x-3|=x-3 its) 


reemplazando (5) en (1) se tiene: 


e Eme 42 BA cus 

x—2—-x A 5 x a <0" > É. A+2 1 
8x—(x+3)x—3) 8x—- x" +9 x” —8x—9 

5 l 
como xº-1+2>0, Vx >» ————— £0 
x —8x—9 

] FO qN CERA a ue 
-—— <0 6 (x-Ma+D<0, x291 —t mM Ty To 
x —8Bx—-9 1 9 


de donde x e <1.9> 
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La solución para este caso es: xe <-1,9>9 [3,+0>= [3,9> ... (Y) 


la solución es: xe [-2,]> U<1,2>0 2,3>U [3,9> 


“+ xe (-2]>0U<l,9> 








Solución 
x+3 x+3 
|-—| <4x+3 & (4x43>0 A 4x-3< <4x+3) 
x+1 x+1 
o pusaê A Eca A Sd e 4x43) 
4 x+1 +1 
o ut dC Sao à sam 
4 x+1 x+1 
5) 
e (x>-—— A 2H ta om 
x+1 x+1 
es sd A cÊ-iso e, 
4 x+1 x+1 


puesto que 2x2 +4x+3>0 


E P TÊA Dag alo QE 
«1 fl a E A «Bb Bd 
-3/4 4 “32 41º 0 


= O-——-——-——-———————— 
a— bs A 
-3/4 -3/2 -1 0 
o--————-—o O ——————— —- 


3 
np < 0, +00 >=< 0, +00 > do XE <D,too> 





Sistema de Números Reales 


x x—3 





| +4] x2+x+4 


Solución 
Aplicando la propiedad: Vxe R, xº >0 de donde 


x +4>0 A x +x+4>0, entonces 


2 q É 
|xº +4]=xº +4 luego reemplazando se tiene: 


x x-3 


SD 
x +4 xº+x+4 





o xx +x+4)>(x-3a? +44) 


ul 9 
o xisx s+d4x>x?-Ix +4x-12 


o x)>-3 5 VYxeR 





alixl-l=t2 |U-=[3], 6-7>0 
Re * Leila 


Solución 


e — 


dSHalot=2 Wi-a[o3l, os >0, entonces 
Y lu+2]+41 lx-1|+4 


sMi=H=12 -S3,o A 9-4>0 


jx+2]41º  |x-1]44 

ria M2, Mt==]=5 À ad 
x+2]+1 |x-1|+4 
ca 


además como >0, entonces: 


lx-1|+4 
dit, (==! 


>0 A x<9 de donde 
ix+2/41 |x-1|+4 


vixl-1]-12 
|x+2/+1 


20 A x<9 como |x+2]+1>0 entonces 
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x|x-1|-12>20 A x<9 ... (1) 
; >0 
Por definición: |x = paes + entonces 
-x, x<0 


six<0 >» x|-x-1/|-12>0 > x|x+1|-12>0 


x+1, x2-1 
como |x+1| = =>» XE <co,0>=<- -1>U[-1,0> 
-x-1, x<-l 


sixe <-os,|> = |x+1|=-x-1 como 


x|x+1[|-1220 >» -x?-x-1220 > x? +x+12<0 


2 


>» IJ xe R.talque xº +x+12<0; porlotanto 4 


sixe[-LO>> |x+1l|=x+1 > x(x+1)-12 20 


a po Sig 
+ - + 


-4 3 


x +x-1220 > (x+4x-3)20 

Luego xe [-1,0> A <-c0,-4] U [3,4 0>= q 

Ahorasi x>20 > x|x-1|-12>20 A x<9 
> x(x-D-1220 Ax<9 


> x -x-1220 A x<9 > (x-4(x+3) 20 Ax<9 


SE nie” ” | 
- 4 9 


xXx E <-c0,3] U[4,4+0> mM x<9 


x E <-c0.-3] U [4.9] 


-. como x>0 mxe (<-00,-3] U [4.0]) 


Sistema de Números Reales 


Pede per 





Solución 

l x 
jel==A| «Ada 
Kel E 42 lx+1] |x+1F 


é 
|x+1 |x+1P |x+1] 











x+Il<|x| para xz-d > x +2x+4]<x?, 


2x+1<0, x£-| = nes. x-1 








x+1 a+l 
a ME aloO 














paraxz-l > I< al de donde 


x*-1 


“. xE<-,—l> a E 
3) 





Solución 
; x+1» x+1 
Completando cuadrados se tiene: si = as E Led >1 de donde 
x+ 
1 
qn >1 é Ee |=1>1 v ESI-te- 1 
+3 Xx+ 
x+1 x+1 
| | + fi RO 
x+3 x+3 
= EA pe x+1 5 td o 
x+3 + x+3 
=> SO pet v + pag 
x+3 x+3 
” x+5 dé +10 





281 


282 Eduardo Espinoza Ramos 

















RM e a a E E do Quaid f 
+ y - vo + U + y - vo + 
-5 -3 -3 -7/3 
7 
Te< 552 
5-3x 
[= p=2 
Solución 
E p=ê ” ac bBR as 
x x 
qe cd a qe dE pn Es 
x x x 
a 2-2 3x 9 5 3x 3 0 
x 
" 5x5 0 A 6x 'so 
x x 
ES e q : Er e q 
(0) 1 0 5/6 


ma Uia fina Spa ne O Oo--—--—-——— — — 
q nã 
0 5/6 1 
Oo ———————— —— e 





Sistema de Números Reales 


Solución 


E me qu-Ê 


Ú Ego 2/x-1 





<l 





x x x 
0<—— <|l 6 0<—=— A —=>— «1 
2Nyx-1 2Nx-1 2Nx-1 


la expresión esta definida para 2Vx-140, x>0 


l 
2Vx £1 =» da => ig 
: 1 1 
Por lo tanto analizaremos en: ez >U< e > 


; l ' 
si ne entonces en (1) setiene: x20 A x<2Nx-1 


x20 A x-2/x+1<0 


x>20 A (Vx-1)<0 > xe0 


si 0<x<5 > x<0 A r>Whssso x1<0 A (Vx-1 20 


>» x<0 A x20 


[l-x]]>0 
Solución 


I=[|>0 > [-x])2l & x21 


como -x>21 => x<-| => x€ <-09,-1] 


[|-x|<0 


I-x]|<0 & x<05x>0 > xe <O,+o> 


O) 


sit) 
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[|2x-3|]=-3 
Solución 


|2x-1|]=-3 & 3<2x-1<-2 
o 2<2x<-l 


e peca = xe is 
ZA Za 


Vx+1]J=-1 


Solución 
vVx+1|l=-1 & -1<vVx+1<0. Lasoluciónes q puesto que Vx+1>0 


1 
2 

xº—2x-8|])=— 
[| |] 2 


Solución 


] ; =" 
Como Ed > no tiene solución. 


Uvx-Ilx[1=0 


Solución 
IVx-Ixh=0 e o</x-Ixl<i 
e 0<x-[|<l 

e Ilxll<x<ilxl+1, Vxe R 


x? |<15 
Solución 


x |<is > Jé|<i6 > x<16 > 4<x<4 
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D six>0 > 


x 
—I< 
x—[|x|] 





Ill 
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a o q 
xx] x=[|x]] 


x-x+[|x]) Ux. 


xl o xx 


TT e d«Ix[]20 A x-I[x]]<0) V d|x|Iso A x-Ix[]>0) 

e dlx[]>0 A xsilxD V dxfiso A [> 

& (x20 A xeZ;) V (x<l À xe R) 

o (LEeZo) V (x<l) 

& xe <o> “. XE <O,+o> NM (<-co,1>) = <0,1> 

ii) Six<0, xeZ” > |x|=« 

E mg >» 0<2 => x<0, xeZ. EXE AZ 
—x—[|x]] 


«xe Z U<0Ol> 


Demostrar que Vxe R; |xe xl 


Solución 


Por propiedad: VxeR, I[lx|I<x<[|x+1 


SixeR > xXeR, 


Lugo VY ver: | |<x<mppni > pép<x cacitij 


además Vxe R: x<|x[> x) <|x'| «cai(2) 


Luego (2) en (l) setiene: VxeR, [o <xo<|fPo> ól<|xf 


Mó ns a= Ie Jó [VxeR] 


Sistema de Numeros Reales 


(65) dluilxh== 


Solución 


Se conoce que [| x|Je Z entonces como [| x[|x]l|l=xe Z 
Esdecir xeZ > Ilxll-xeZ > dlxle Z 
Luego: [lx|xJJ=x > Ilxx]=x 


|Xl=2 > 2=r >xx-D=0 >x=0,x=1 


porlo tanto [|x[|x]J=x = 
[be+<2 


Solución 


Aplicando la propiedad [|x+nil=n+[|x|]. ne Z 


WlxdH<2 = oep+i<2 = olj<i 


como [llx|l<1 > I|x|<l > I<x<l 
3x+1 
—— |]<3 
(57) e 


Solución 


Aplicando la propiedad [|all<a => x<a+l 


3x+1 3x+1 3a+1 
> —— <d4 — — — 


|——[||<3 = 4<0 
dã—2 3x—2 3x-2 
dat MB) 6 = 3x+1l-12x+8 6 
3p—2 dX=2 
ad EE ad, >0, aplicando el criterio de los puntos críticos. 





= 
3x—-2 3x-2 
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R a —l ” ZA 
Como la inecuación es E >0, entonces la solución es: xe< = >U<I,+o> 


De 


[lx?-2x-2])<13 
Solución 


Por la propiedad: si [|x|l<a > x<a 


flx?-2x-2||<13 > xº-2x-2<13 > x?-2x+1<16 


(X-D) <l6 > 4<x-1<4 > 3<x<5 


Alx+1]? -1)x|]<—4 
Solución 


Como [|x+1|]=[|x|]+1 entonces: 2d|x|]+1)? -11[|x|]<—4 desarrollando 
ax" +4x|+2-1M|x|<-4 


Hx)? -n]x1+6<0 > (x]-3K|x]-2)<0 


como (2|x|]-3X[|x||-2)<0 entonces: Ile 5.2) = [|m]]=2*=3 2<x<3 


[12x=|x| == 
Solución 


Se sabe por propiedad que si [laje Z A [lall=a =» a€eZ 


Luego como [|2x-|x||l=x > xeZ => 2x-|x|=x 


De donde |x|=x > xeZg -. La solución es (0,1,2....,n) 


Sistema de Números Reales 


[E |<vx 





Solución 


Calculando los valores de x en donde la expresión esta definida, es decir: 


x—] 
do A x>0 dedonde xe [L,tco> 
x 


1 
ahora calcularemos lr! cuando x E [i.+o> 
x 


como xe [l+to> > x21 > 2x22 invirtiendo 


l l l 
0O<—<- => [|—i|]=0, porlo tanto: 
Rd [| E i p 


l 1 x—1 x—1 
ins es -=3-[Dm= PA ess 3 feche 
2x x x : 
x—1 x-1 A 
como | <Vlx >» D—<x > x?-x41>0 
x x 


como xº-x+1>0. VxeER entonces para xe [1,+co>, 2 e 10 


Por lo tanto la solución es: 
logia (2x+5)<-2 





Solución 


Aplicando la propiedad: log, «<b sí0O<a<l & x> a? 


PR 
log;,3(21+5)<—2 SS 2x+5>(? 


2x +5>9 >» 2x>4 > x>2 >| xe <2r05] 
log-(3x+2)-logs(1-21)>2 
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Solución 


log, x>b,a>1 & x>a”? A x>0 




















log, (Gx+2)-log,(1-20)>2 — logo) >2 
= 2X 
ho gi 3x+2 6 à 3x+2 2 
1-2x 1-2x 1-2x 
2 
=" 3x+2 0 à 3+2 0 
2x-1 1-2x 
- 3x+2 q E" llx-2 6 
2x-1 2x—1 
“As A E as Cri 
2/3 1/2 21 1/2 


(64) logy,s (2x? —3x+5)<logys (x? +2x+1) 
Solución 


log, PO) <lTog, OC) & P6)>QM) A (PO) > OA Q(x)>0), O<a<l 


1 
log is (2x? -3x+5) < logyys (x? +2x+1), O<q<l 


2x2 -x+5>x)+2x+41 A (2xº -3x+5>0 A x2+2x+41>0) 


x -5x+4>0 A x&-] 


Sistema de Números Reales 


: A PEN AE AE 
(x-4(x-D)>0 n xz- + N Tu aê 
XE <co]>U<4,to> x £-1 1 a 


XE <co, -]|>U<-1,]>U <4,+o>| 








Gs 
x-1 
Solución 
La variable x debe cumplir x>0 A Ea >0 
XxX — 
.— — —— — -O Oo —— — — — 
<— o sr Wrao 
-3 0 1 
O- PE AE CNN 





Como x>1 aplicamos la propiedad: log (EE >1 = x+3 4 
e 





EX 
X— 
x+3 x+3 x+3-x2 +x 
DX > í>——x>D0 > >—>—>0 

x—1 x—1 x—1 
Tra a pl TT: ET o. EDER E 
x —2x 3.0 o (x 3K2x+D co v + uy v + 

x—1 x—1 E 1 3 


x €E <-c,-]1>U<l,3> 


La solución es: xe <l,400> MN (<-c0,-1> U<1.3>) “xe <l,3> 


—9 d 
Hallar el menor de los números M tales que: [en <M, six e [2,5] 
X — 


Solución 








—. como xe [2.5] => 2<x<5 
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PRE E ET e 
4 x—6 4 x—6 

5 = 

> <P <> > ER 

4 = 


| +6x+14] 


” >2>M,sixe [-2,2] 
x +27 


Hallar el mayor número M de tal manera que: 
Solución 

x +6x+14= (x + 3) +5 entonces: si xe [-2,2] > 2<x<2 

1<x+3<5 > 1<(x+3)?<25 dedonde 6<(x+3)? +5<30 


6<x? +6x+14<30 (1) 


como xe [-2,2] >» -2<x<2 > -8<x) <8 


19:45) sbjeas 1 LE EO cgi 
35 x*+27 19 





de (1) y (2) se tiene: E caia a 
5, 47 E 


|x2+6x+6], 6 A 6! 
x* +27 35 35 


1 
Hallar el número mayor de m y el número M tal que para todo xe Ea! se cumple: 





Solución 


2 +2 l 
A la expresión dá j escribiremos en la forma: ef 
x+ 








<x<l sumando 3 


do |— 


o 1 
omo xe[>,!] > 
s IF ] 
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7 ai: l 2 Eh 
= <x+3<4, invirtiendo E < < a multiplicando por - 1 











x+3 
co a SER sumando 1 
7 x+3 4 
l l 3 XP 
I--<l-—— <sl-— entonces —< S— 
7 x+3 4 7 x+3 4 
3 
de donde |m=— y Mi 
3.41. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 
I Hallar los valores de x que satisfacen a las siguientes ecuaciones. 
7 
(1) |[2x+3|+4=5x Rpta. a 
4 
(DD  Ix-tl=2x+5 Rpta. (-5.6] 
E [2 -16| 4 
PER me Rpta. [— 
O x—1 | x+4 á g) 
1 4 
(4) | |=— Rpta. (2, Da) 
x-1 x 
(5) (x-4)? -2|x-4]-15=0 Rpta. (-1.9) 
(6) [2x+9|=x-1 Rpta. à 
(OD)  xX-3r-7/=3 Rpta. (-1,2,4,5) 
pes Rpta. [-5,-2) 
a+4 
3 
(9)  I3x+1[=7=x Rpta. (4.5) 
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[4-8x|=|x-|2x+1|| 
[3x-5|+x-7=0 


|5x-3[|=|3x+5| 
[2x-6|=|4-5x| 


[6x+3]=|18+4x| 
[3x-1|=|5x-15| 
|5x+3|=3x-1 


[|x?=1|-x|=x 


[2x-3|+2=|x-6| 


|3x-1|-|x+2[=1 


|x=4[º =5|x-4[46=0 
2/x” =2/+5=6]2x -3| 
[6x+3]=|18+x| 


3llx+1|=4/ =S||x+1|-4]=2 
[lx |-3]=|3x+2] 
||x+2|-1/? =5||x+2]-1|-6=0 


|[2x-3|-1=|x-3] 


Eduardo Espinoza Ramos 


elas, 1+42) 
7 

ei) 
1 

——,2 

[ , ) 


(1,2.6,7) 


(42, +2) 
(6333) 


(-7,3,1,5) 


Sistema de Números Reales 


BOJO 


O OO OO: 


O OO 


[|x? -5x+15|-x? +8|=3x+9 


|x+1|+2|x-2]=|x-8] 


3]x+1|-2|x=2]=2x=1 


2|lx-5|+2/º =11||a-5|-2]+12=0 


Hallar el valor de las siguientes expresiones: 


loss] =|ii=a 
Nada MEtas gere is 
X 


[7x+10[-|5x-10] 


sit xe <0O,l> 
EE 


|9x+8|-|2x-8| 


X 


sí xe <1,2> 


2x+3|-|3-x| 


x 


sí xe <O,l> 


|6x+4|+2]2-3x| 


Si XE <2,3] 
12x 


|6x+32]-4]8-x| 
5x 


sí xe <-3.-2> 


|áx+t-|x-1] sí XE <0,1> 


X 


[7x42]-]3x+2] 


X 


sí xe <0.3> 


3/3x-8]-|3x+24] Wkc <5 4 





air 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpita. 
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É 


HI. 


(OO O O O O O RO BRO O O RO 


[5x+4|-|4+4x| 


X 


Rpta. 1 


Resolver cada una de las siguientes inecuaciones. 


x+2 


7753 


|<4 





ddr EA 


ex 2 


144.1] <5 
x 
[É] <6 
x 


2 +3x+ 11 
ES ag 
x-2 


ER 
X 


1 
|x+—| <6 
x 


3-2x 
2+x 


| |<4 











Rpta. <-eD>U<Z te» 
95 
Rpta. [—,> 
p T 3 
l 
Rpta. id - Dt 
Rpta. [-4,2]U [2,4] 
Rpta. [-5,-1] 
11 
Rpta. <—,—> 
dá 64 
Rpta. [-3-242,-3+2/2]U [3-242,34242] 
Rpta. dr e qa 
2 6 
3 
Rpta. 1d Bulls 
2) 4 
3 
Rpta. abalo dj 
2: 4 


l 
Rpta. <-—,0>U< ud 


Rpta. <-1,0] 


Sistema de Números Reales 


2) 


O O 


O O OO 


BO e 


O O 


B 











|x*-4]<-21+4 


1+3 
| |<5-x 
N+2 





[3x-1|+2x 
|x+1[-3x — 


[3x-1|+ 2x 
Di a ea] 
lx+1|- 3x 


[3x-9|<x+1] 


x—2 x+3 
< 
s+4º x—6 








[322535 [252 bs0 


1+3 3 
|> 
x+16 x—4 








|4xº -8x+4| <4x+10 
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5 
Rpta. <—o.3>U< Rs. U [lioo > 
Rpta. <,1)U [3,4> U <4, > 
Rpta. [0,3> U <3, «> 
Rpta. <-00,2> U <2, > 


Rpta. <4.0> 


Rpta. <-c0,22-V17 que 42,1420/2 > 
Rpta. < > 
pita. 3 
2 
Rpta. [—.o > 
ns 


l 
Rpta. <-co,—> 
a 3 
Rpta. <2,5> 


Rpta. <6, > 
2 1 
Rpta. <-o,-—JU|—, o> 
o 3] E 


Rpta. <-c0,4> 


Rpta. 


ELE 3415 
op Tom 


298 


O O 


BO VOO 


|x+5]>2x-3 


de= 
|2x MESA 


= <0 
x —2x—3 


a) 


b) |4x-3|>x+2 


|xº -4]>-2x+4 


|2x+1|>2+x 


|4x+3|>x+2 


[3x+8|>8x-3 
Demostrar que: 


a) Sílx|i<3 > 





x—7 4 10 











co) Sílx|<2 > Ep 
x+4 2 
E x+5 
e) Síilx-3|<l > | |<7 
x-1 
x—3 3 
) Sílx|j<3I =» <— 
g |x] loss | ã 


D Sílx-3|<l ada di 
8 x+4 6 


k) Sílx-2| < > |xº-4] <olx-2] 


d) 


h) 


b) 


Sabiendo que: b >0 y |x-a|<2b probar que: 


Eduardo Espinoza Ramos 
Rpta. <-co,8> 


Rpta. <-1.3> 


Rpta. <-es >U<5o> 
Rpta. <-c0,4> U <0,2> U <2, co> 
Rpta, <-o,-1] U[1,00> 
l 
Rpta. <-o,—1>U< E co > 


Mm 
Rpta. <—-co,— 
p $| 








Sílx-3|<il > o DRA 
9 x+t o 3 
” x+1 
Silxj<l >| E<” 
x—2 


Sílx-2|<il > |xº-4]<5 


St |x-4|<1l > << 








x=—2 
—2 
St [mel = E EE 
NS 2 
a l 
Sílx-5|<l > —< <l 
Bo 3 


l ] 
———— mm e<-I> 
x-a+2b 5 
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6) 


E | 4 
Demostrar que six. a € <-0o,-1] U[1,co> entonces: |--—|<|x-a] 
X a 











X g 7 
(6) [EE Rpta. -1<x<l] 
2 Pad 
(7) x|+2]< |xº | Rpta. <-c0,-2]U [2,00> 
[5-2] =5]=2]-- dig Rpta. <-2.6> 
[e=LÊ +2]x=[|-3<0 Rpta. <0,2> 
[4-2] 2]x-2]=15>0 Rpta. <-3,7> 
ã 15 33 
cr +|x|<— Rpta. <-—,— > 
xP +lat<s p e 
28" ala] Rpta. <-o, 1] UTI, oo> 
é 113 3413 
lx? =1º =|pé =t]=3:00 Rpta. | 13 13, 
Za 2 
|x-3/? -3|x-3[-18>0 Rpta. <-c0,-3> U <9, > 
=P 45|2=1|-3550 Rpta. <-00,-3> U <5,+oo> 
1 
2lx+1]-3|x-2|+|x-5|>x+2 Rpta. <=, S>U[L] 
la sdad-2 Rpta. R 
p 
Ix-3]+2|x|<5 Rpta. E cá 
x242]x+3|-10<0 Rpta. [1-17,-1+45] 
[et=5]-[4-2/ 4227 Rpta. < —c0,-/6] U [242.400 > 


a 


OD ODODODODOOCOCOO VOO 


30 


o 


x?-|3x+2]+x>0 
|3x-2|<|x+6] 


[eae [a 

[3x] -2x+1]> 3]|xº +x-7] 
Ix-I|l+|x+1|<4 

[2x =4x=t]2 [24 =3x=9| 
|x+6|>|x+9]+|x-2] 
|[4x+2|>]x-1|+3|x+1] 


[am =2y" =7x=2[> fr 10x"=Opela] 


[10-3x+x) |<|xº +x-6] 


[2x2 +x-1|<|2xº -x-1] 


|x-6|-|x-3|<|x-1| 














Eduardo Espinoza Ramos 


Rpta. < ed qui +/3.+00 > 
Rpta. <-1,4> 


Rpta. <-0,-1> U <2,+00> 


1+ 481 1=/98] 22 
=D suco ,—> 


Rpta. <-—, U , 


12 12 5 


Rpta. <-2,2> 
5 

Rpta. <-—co,— 
p 7 


Rpta. é 


1+V13 
peso 


Rpta. 
p — 





Rpta. <-00,-2> U <3, co> 


Rpta. [4, > 
<— E Ea 
E a “2 


- <>, —2]U Eote > 





(x-1+|x-2bdi-x|-|x-2D <x)-6 Rpta. <o-1]U[3,00> 
J3 25 3V30 
| Ê |< E Rpta. < Dus 
6-3x  [|x+43] 35 735 
; A) /33-3 
| E pgs Rpta arcade E oil sa 3>0U<3,4] 
x—3 4 2 2 
—5 +33 
Ix+lI< Rpta. Esgdiopgac ic E > 
x+2] 4 
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OMONONMOMONoONoOMoOMONONMORNOS 











É rd 5 ida (B+5VI3 —13+5V13, 
[2x-3] xº4x+1 õ 2 
| E p8E Rpta. «E EsEM E  se 
lx) x 2 


Dai O a = PR 
lx —2x-48|C|x —2x|-|x-12 6 Rpta. (-6) U<4,3]U [4, > 




















|x-2|-6 

Rn <0 Rpta. <2, «> 

x-x|-2 

l 

Le] a Rpta. mir as 
Hlx| x 2 

) x l l 

> Rpta. => y<>, AM Sue > 

al E a 2 2 
E > |x+43] Rpta. [-1-47,-V6] UH + /7,2>U [N6,+0 > 
X— 
| Tá Rpta. <0,1> 
xº+ x 

2 2 
[eo PE Rpta. cics ds EE que 
x+4  |x-1] 5 
A - a High [ie 

A 

E cs ERA Ea Rpta. R— (-2) 
|x +4x+4] x +4 

! >x-1 Rpta. <—oe, 2 > 
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4 — 
e dae [ Rpta. V xe A 
[2x+5| 2 
111 
lx+1]-2|]x|]+3|x-2|<6 Rpta. <=,— > 
4 
E dj 
Emi lim AT, Rpta. <-0,2-J7]U[LI]UL+VT, to > 
|x-5|+x" 
eae lag) <6 Rpta. O me 
x 7 3 
Dios 
l- de Re do OT Rpta. [-4,-3> U <3,5] 








x—3 9—- x? 


1 7 
[E] Rpta. <-ce,—)-(1) 


Rpta. [-42,/2]-(0) 





>0 Rpta. <-o,-|>U<-1,2> 


É, sa 
lx 4x +20, 


Rpta. <-c0,-4]U [-2,2]U [4,+00> 
lx|+1 


|6x-x2 |-4 
Di > 


— Rpta. <-4,0>U <0,4> U <5,7> 
4-|x| 


dx+2]+|x-2bqi-x|-|2-xDb>x?-6 Rpta. [-1,3] 


2 
lx-1|-|x|+]2x-3|>x+2 Rpta. ii 


(Nix-1]-3=/5-|x-4[jx-t]-3+,/5-|x-4)D <|x]-6 Rpta. [4,7] 


0000000000 000 
E 


Sistema de Números Reales 


DOCOOCOCOOOODOO O 


(x|+2xx| Dx +4 2) 


3)x|-x 


[x +3] 40X +53 o 


a+1 x+1 


das 


x—3 


G+3 5x 6 


3x— x | 


Ixf 2 


2x 


Xx+2 


(x+3Xx-5)|x| gaiti 


[6x +9x-3]<|2xº -9x+2] 


|x É +2 


(x |-D0Qx + D(|x|+3)20 


ja =5/P =|” =5[E 18 


(x-2|+|x-3Dq2-x|-[3=x | >|xº —1] 


» 
e À s 
lx -2+x 0, 


ll 2 
|x-6] x+[x+2] 


x+2 


3 
r—2 


jx-4] 2248] 


lx-1|- 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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<-c0.-2] UU <1,2] UU <3, +00> 


7 
<-,5>-3 
É (3) 
<-3,5> - (0) 
1 
<-3.0> U <0,5> 


l 
—1,-—JUll, +o > 
[ 5 [ 


[-3-NUT1,3] 


<-c0,4] — [-2] 
9 
ET 


<0.2> 


0 0 7]! 


DOC 


O O 


Eduardo Espinoza Ramos 


lecsltlati os Rpta. <-0,1>U [3,+> 
dE 


x-8|-x+|x 
lx-8|-x+|x+4] Rpta. <-m2>Ucóto> 








13 13 
Rpta. <-5,-—]U[—,5> 
p g| = 





|x=1|-3-/5-|x-4|xylx-1]-3+/5-]x-4)< 1-6 Rpta. [4,7] 
x-2|-4-/6-|x-3)(flx-2]-4+/6-|x-3D<|x-2]-5 Rpta. [-3.-2]U [6.9] 


Essa PEL dA po a 
|x-1] 





Rpta. <-es, IJULS (4 VT), 3 > UM G+ VIT) te > 


x||x+1]-2]-6 N$$3]-U 6>5>0 Rpta. [4.9] 
|x-2]+5 |x+1]+2 





: ' 2 4 sh 
|4 x[+|2x+3] 2, (153) |x rats +x ID q 
|x-1]-1 |x+x+1] 
2. aee 
Ná l a (1ss) x aja 1|+4 si 
|x|-1 |x-1|+xº +10x+27 
JB 


lx? +2x+3]+]x) —1]<6 = da É 
[x +m](xº—-5x+6) 


Ed -9%x? +x+1) " 


|x-1|-|x|+|2x-3|>x+2 - 
[x +9]+3 


Pisa ame 
La" =9[=8 


[a = 
(x—2Xx—4) 


O OO 


Sistema de Números Reales 


x+5|-4x+|x-2 
|x+5|-4x+|x—2] 


0 
[5º 42] 
[x+2|-x? 4 
|x+5|+8 
[3x+2|Vx]+5 -0 
=x" Gn 
E x 





El 


e Sd dj 
[x +44] dx+29)+241+3) 


E Des 
-2|x md -x|+1 dh 
x —5x+6 


2 eloa tddos 
x+3 E 2x 5lco 
|9-x* |-8x 
Gas E 
4 mn 
|x| 


|x-3|+7-x a 
|x+3]-2 


|] <x-l 
|x1-4] 





O DOCJDOCDODO 


RR ' 
Lx = 4+22+a |, x? +6]-3| 
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Hxl-|2x+3]|<]lx]-[2x+2]] 


o sas >|x-2]+4% 


2 
[3x +5x+2] 6 


x +5 
Ix-1|-|x+2]+|x+4]<8 


x? -16] x? +4 
x+4  |x-1| 





5 
x —x +4x 
> 


[=] 


de (ro e(=re|ea 


4 
|x+2|+2 


<25 


|2x=x"|=3 E" 
[= Qme ls [= =3 


|x?-x|-2|xº cos |+1 
E 
xº—Sx—6cosm 





DOVOODOCDODO 


x=12x=1 0 
x(x—1) 


6) 


W +x41-|xº-1]>0 


É 


E 


O ODO OO 


O O 


O OO 


x-|x+1|-|x] 


Ilx]-11] 


SED (o 


x = 


|Vx-8|-Vx 


20 


|x?-4] 


[x2+]3x]| 


lx] 


x +x+1-|x) -1|>0 


3-|x* 4x] 


|x=5] 2% 


lx=H42I-[x=1P 46 


PERA) 





|x-3P aBjr a 505] fan 
(= =2] 4=2]=24 OF 


4x x 
— -8&|<|--—-6|+|x—2 
[É -s|<lZ-6|+1x-2] 


a 
W x +4x 


[nº =824+0] 


2 
[4x—x Es 
|x|-1 


s0 


<|x|-4 


<0 


20 


20 


DOVUOO OD O 


O O 


O & 


Eduardo Espinoza Ramos 


[x2+|3x|| 


fx 


<|x|-4 


a 58 Cabos. o 
Vx-6x 


[16=2º ]2»” 


- >0 
x—|2-x| 


[Nx -6x+9-3]>V3-« 


|x? -5x+7]2x2-1 
(é -“6x+812-|4-3º |<o 
(|4x-xº|-S)Jx(x—1Xx—3) di 


|x|-1 


x = 647 2 
= Dn |<— 
x—1 x—1 
[4-x|+]2x+3] 2, 
lx-1/-1 


3x? +5x+2]-4 


0 
x 45 
x —1l6 >0 
Ja] 


Sistema de Números Reales 


0000 0 -000 000: 


O 


Encontrar el menor número M con la propiedad de que para todo x e R se cumple: 


2x-x2<M Rpta. M=1 
|-4x-x2<M Rpta. M=3 
De = Rpta. M - 
2 SEM Rpta. M=1 
l+6x-x2<M Rpta. M= 10 
3+36x-12xº <M Rpta. M=30 


Encontrar el número mayor M con la propiedad de que para todo x ER se cumple: 


M ape Rpta. M - 55 
XxX X 6 

215 MS 9 

dt a sp Reta. M=—— 

M <9xº —48x-36 Rpta. M=-100 
M <5xº -20x+16 Rpta. M=-4 
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Si 2x + 3 e [7,11] encontrar el valor M que satisface a la siguiente desigualdad 


x+5 
A-—7 





7 
<M Rpta. M = "5 


x+2 
x—2 





Si xe [55] encontrar el mayor valor M que satisface a la desigualdad M < 


5 
Rpta. —— 
R 3 


[SM 





—1 
Sí ds bl<-co,1>U <2,+ >]. Hallar el menor valor de M tal que | o 
x 2x+5 
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O O 
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A E x+5 
Sí |x — 3] < 1. Hallar el número M tal que: mi <M 
x+ 


x 





Hallar M tal que sí |x|<2 > | à | Rai 
x+4 


Encontrar un número M positivo tal que: | x*-2x2+3x-4]<M 


x+2 
x—2 





ss i 
Encontrar un número M positivo tal que: | IM sí xe [5] 


Encontrar un número M positivo tal que: |x? -3x+4]<M sí xe [-2,2] 


Encontrar un número M positivo tal que: |x? +4x-3]<M sí xe [-2,4] 





E 


Encontrar un número M positivo tal que: F 
X — 


|<M sí xe [5,8] 


Encontrar un número M positivo tal que: aê +2x] -3x-6]<M sí xe [-2,5] 


Encontrar un número M positivo tal que: |xº — 2x) +x)-3x-5S|<M sí xe [53,1] 





2 
sã —6x+2 ; 9 
Encontrar un número M positivo tal que: Es <M sí xe[-—,4] 
x+5 Za 
á Ee x+7 b 
Encontrar un número M positivo tal que: ec ego | <M sí xe [-1,3] 
x +4x+4 
; x*-3x+5 a 
Encontrar un número M positivo tal que: |>—— | <M sí xe [0,4] 
xe in= 5 
2 
6x+14 : 
Hallar el mayor número N tal que: ES] 2N sixe [-2,2] 
x +27 
: M ' , =? 
Si-e(<-e |>U <2,+>), Determinar el menor número M tal que | E I<M 
x Xx+ 


Sistema de Números Reales 


O O O 


O 90000 00: 


O OS 


Determinar el número M tal que: 


Hallar el menor número M tal que: 


Hallar un número M tal que: 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


[|3x|]=x+2 
iBali=2242 


—2143 
ppssta, 


a» qll=5 


2-|x|0=1 
[|3x-5|]=2x+1 
[|v3-x|]=2 
E a! = 


=2 


[x]-2 





| |p=-1 


[2x] +H4x]]=3 


x—1 


Ve 





|1=5 


2x 


q lD=3 





|I<M 


sílx|<i > Email 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


su, Vxe<l3> 


» Síxe [-1,2] 


<7,5] UV [9.11> 
[-1,0> U <0,1) 
13 
6,— 
! ; ) 
<-6,-1) 


<-9,-6] U [8,11> 


13 
[=.—> 
24 
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7 7 


19 
Rpta. |[--4,—-— >U< ——, “a 
pta. | E 7 


Rpta. 


43 
[-3,-2>0<-—,——] 
vs 5 
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RES ea pita <> aspuagho! > 
2 2 
|2x)-1|[=1 Rpta. «furos É > 
2 
12H p=2 Rpta. <>,8] 
x+3 Za 
Et p= 4 Rpta. [-1,0> U <0,1] 
W2-|x]h=1 Rpta. [7,9> 
2g=1 13 16 
= p= Rpta. [->,-— > 
Ú x+3 ! cá 2; 3 
[|x? -2x|]=3 Rpta. <1-45,-]U[B,1+45 > 
O 11 
W2xH-|x-1]=2x-3 Rpta. (2,10. 4) 
3'3 
lx? p-1/=3 Rpta. <—/5,-2]U[2,4S > 
[=>] |2k=[|=2 5 2 tn 
ER E E |) Rpta. <-—,-JU[=,— > 
II E |) p y a E ã 
flx-1)º +28] x] =57 Rpta. [-4,3> 
Resolver las siguientes inecuaciones: 
x +41 
[| ||<2 Rpta. <-c0,-2> U<-1,3> 
x+2 
3 
[|4x” -5x-4]] <1 Rpta. <-5,2> 


2 3 l 
[|2x +5x|-2|]<l Rpta. <p us sho > 


Sistema de Números Reales 


0 0coDdeo 


O OO O 


E) 


16 


É 


O O 








[= [=0] <2 Rpta. <-3,0] 
x" =1]] 0 Rpta. <-c0,1]U [1,+00> 
[43-2x|] <v3 Rpta. <0,+0> 
[|x?-1]]<0 Rpta. <-V2,/2 > 
5+x 
[| <1 Rpta. <0,5> 
5-x 
II x -4|<- Rpta. <-2,2> 
j at qa Rpta. disçis  JRE 
x+1 3 
I| lt Jz1 Rpta. <-c0,-5] U [5,+co> 
122 je Rpta. [-20>US > 
X 
x)" -2|x||-2<0 Rpta. [0.2] 
o RIO Rpta. <1-25,-3]U[3,1+245 > 
[|x?-2x-19]] 
VlxIê =12d1x|P =tIx[1-6>0 Rpta. <-00,-3> U <4,t0> 
amil <0 Rpta. [2,3> 
Il” =22=30 
Ex 2] ind =0120 [|x= 2? =x+2)>0 


q ” g fe = 
Cllxi-2DvV|x +2](1" —-4x+3)>0 ==] >0 


6-Ix] 
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VIII. 


OOo OOo 


Ea 
l-x 


————— < 0 
e 


del= <l 
[Wx[]-1 


x=1 4x] < 


dx-5]+2x4+ 25 (x 2] =") 
6-—-x 


<0 
(O +4x+59)Vx—1(2” + sen xx +2) " 
RD 
(Ix-D0º —2x—3) 
Resolver la inecuación logarítmica. 


log,,2 |2x-3]>-3 


logo (x-3Vx+1+3)<] 


|x2 +4x]+3 


log; 20 


x +|x-5] 


4x-1l di 
AR 


paes dh, 
x+1 


log; 3-0)<2 


O O O 


O O 


Rpta. <— 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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((x|]-2(x-2/x-3)? >0 


X 


2-x 
[x] x-1[-9 


—2x—11 x-2,.|x 

(RE E 
5x +26 x+7º x 

SH co 

[lx* -91) 


4x+1 
iamos] O 
U Rç 


Pina 
fá 


3 
ia 


to [ta 
P 


(-1,0>U <3.15> 
2 
[=,+oo > 
5 
n 
Cera U<4,to> 
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log, (2x+6)< —2 
É 


log, |3-4x|>3 

log; |3-4x|>2 

log [122 |435)> 2 
x—5 


24-2x =x 
lo . TS Em 
E, 14 ) 





4x—5 


|x—2] 





log ,( )21 


log; (4-3Vx+1 +3)<l 
logs (3x5) >logs (7— 2x) 


log” —42+3)>-] 
5 


log, (x-2|-D>1 


3-2x 
8 pp 


x 


log :(2+x)<l 


log. (x) +log. (xº) >3 


O O 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 
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Muchas veces la resolución de problemas expresado en id nos conducen a 


inecuaciones como ilustraremos en los siguiente ejemplos. 


El producto Interno Bruto (PIB) de un país está proyectado em t? +21 +50 miles millones 
de dólares, donde t se mide en arios a partir del afio en curso. Determínese el instante en 
que el PIB del país sea igual o exceda $ 58 mil millones. 


Solución 
El (PIB) del país será igual o excederá $ 58 mil millones cuando 1? +21 +50 > 58 


4 5 E 2 
Para obtener la solución de la inecuación expresaremos en la forma: 1 +21-8>0, 


donde al factorizar se tiene (1+4Xt- 2)>0. 


Aplicando el criterio de los puntos críticos se tiene: 


E RR co 
+ - + 


-4 2 


El conjunto solución de la inecuación es <-05,-4] U [2,cº> como t debe ser positivo, 
entonces se considera t > 2 es decir que, el PIB será igual o excederá por vez primera a 


los $ 58 mil millones, cuanto t=2 es decir dentro de dos anos. 


Para una compaiiía que fabrica termostatos, el costo combinado de mano de obra y 
material es de $ 5 por termostato. Los costos fijos (los costos de un periodo dado sin 
importar la producción) son de $ 60.000. Si el precio de venta de un termostato es de $ 7 


«Cuântos debe venderse para que la comparfiía obtenga utilidades? 
Solución 
Como: ganancia = ingreso total — costo total 


Entonces debemos encontrar el ingreso total y el costo total y después determinar cuando 


su diferencia es positiva. 
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Sea q = el número de termostato que deben ser vendidos entonces su costo es 5g 


Lugo el costo total para la compafiia es 5q + 60,000, el ingreso total de q termostatos 
será 7q y como: Ganancia = Ingreso total — costo total > O / 


|] 
| 
l 


entonces: 7q — (5q + 60,000) > 0, de donde 2q > 60,000 entonces q > 30,000 


por lo tanto se deben vender al menos 30,001 termostato para que la comparfiía obtenga 
utilidades. 


(G) El fabricante de cierto artículo puede vender todo lo que produce al precio de $ 60 cada 
artículo. Gasta $ 40 en materia prima y mano de obra al producir cada artículo y tiene 
costos adicionales (fijos) de $ 3,000 a la semana en la operación de la planta. Encuentre el 
número de unidades que debería producir y vender para obtener una utilidad de al menos 
$ 1,000 a la semana. 


Solución 
Sea x = número de artículos producidos y vendidos a la semana. 


Como el costo total de producir x unidades es de $ 3,000 más $ 40 por artículo, es decir: 
(40x + 3,000) dólares el ingreso obtenido por vender x unidades a $ 60 cada una será de 
60x dólares, por lo tanto 

Utilidad = ingresos — cosios = 60x — (40x + 3,000) = 20x — 3,000 

como debe tener una ganancia de al menos $ 1,000 al mes, tenemos la inecuación: 


utilidad > 1000 de donde 20x — 3000 > 1000 entonces x > 200 


por lo tanto, el fabricante debe producir y vender al menos 200 unidades cada semana. 


(4) La gerencia de la misma Antamina, un gran consorcio. ha estimado que necesita x miles 
de dólares para adquirir 100,000(=1+ 41+0.001x) acciones de la compafiía telefónica. 
Determinar el dinero que necesita Antamina para adquirir un mínimo de 100,000 acciones 


de telefónica. 
Solución 


Calculamos la cantidad de dinero que Antamina necesita para adquirir un mínimo de 


100,000 acciones resolviendo la inecuación. 
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100,000(=1+/1+0.001x) > 100,000 de donde —1+1+0.001x >1 


entonces /1+0.001x >2 elevando al cuadrado 1 +0.001x>4 T 0.001x >3 
x 23000, por lo tanto Antamina necesita al menos $ 3 000,000 


Un constructor debe decidir si renta o compra una maquina excavadora. Si renta la 
máquina el pago mensual sería de $ 600 (con base en un afio), y el costo diario (gas, 
aceite y conductor) sería de $ 60 por cada día que sea utilizada. Si la compra, su costo fijo 
anual sería de $ 4,000, y los costos por operación y mantenimiento serían de $ 80 por 
cada día que la máquina sea utilizada ;Cuál es el número mínimo de días al afio que 
tendría que usarse la máquina para justificar la renta en lugar de la compra? 


Solución 
Determinaremos expresiones para el costo anual de la renta y el de la compra, así 


encontraremos cuándo el costo de la renta es menor que el de la compra. 


Sea d = el número de días de cada afio en que la máquina es utilizada. 


Si la máquina rentada, el costo total anual consistiria en el pago de la renta, que es 
(12)(600) y los cargos diarios de 60d, si la máquina es comprada, el costo por afio será 


4000 + 80d, queremos Costo renta < costo compra 
12(600) + 60d < 4000 + 80d => 7200 + 60d < 4000 + 80d, de donde 


3200 < 20d = 160<d, porlo tanto, el constructor debe utilizar la máquina al menos 


161 días para justificar su renta. 


Las ventas mensuales x de cierto artículo cuando su precio es P dólares están dadas por 
P = 200 — 3x. El costo de producir x unidades del mismo artículo es € = (650 + 5x) dólar 
é Cuántas unidades de este artículo deberán producirse de modo que la utilidad mensual 
sea por lo menos de 2,500 dólares? 

Solución 


Sea R=el ingreso en $ obtenido por vender x unidades al precio de P dólares por unidad, 


es decir: R=x (precio por unidad) = x(p) = x(200 — 3x) = 
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€ = el costo en $ de fabricar x unidad, es decir: C = 650 + 5x 


Como utilidad = Ingresos — costos = (200x-— 3x? )—(650 + 


=195x-3xº — 650 


como la utilidad debe ser al menos de $ 2,500, es decir: 
utilidad > 2,500, de donde 195x—-3x? — 650 > 2,500, simplificando 


x* -65x+1050<0 , factorizando se tiene: 


(x — 30)X(x — 35) < 0, aplicando puntos críticos 
AE GE a 
+ - + 
30 35 


La soluciónes 30<x<35 


Luego para obtener una utilidad de al menos $ 2,500 al mes, el fabricante debe producir y 
vender cualesquiera unidades de 30 a 35. 


(7) Una compaiiífa de publicidad determina que el costo por publicar cada ejemplar de una 
cierta revista es de $ 1.50. El ingreso recibido de los distribuidores es de $ 1.40 por 
revista. El ingreso por publicidad es de 10% del ingreso recibido de los distribuidores por 
todos los ejemplares vendidos por arriba de 10,000 ;Cuál es el número mínimo de 
revistas que deben ser vendidas de modo que la compafíía obtenga utilidades? 


Sea q = número de revistas vendidas 

El ingreso total recibido de los distribuidores es 1.40g y el recibido por publicidad es 
(0.10)[(1.40)(g — 10,000)] el costo total de la publicación es 1.50g 

como utilidad = ingreso — costo > O 

1.40g + (0.10)[(1.40Xg — 10,000)] - 1.50g>0 = 1.4g+ 0.14q— 1400 — 1.5g > 0 


0.04q— 1400>0 = 0.04g> 1400 = q> 35,000 
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por lo tanto el número total de revistas debe ser mayor que 35,000, es decir que al menos 


35.001 ejemplares deben ser vendidos para garantizar utilidades. 


Un peluguero atiende un promedio de 100 clientes a la semana y les cobra $ 3 por corte 
por cada incremento de $ 0.5 en la tarifa, el peluquero pierde 10 clientes ;Qué precio 
deberá fijar de modo que los ingresos semanales no sean menores de los que él obtiene 
por una tarifa de $ 3? 


Solución 

Sea x = el número de incremento de $ 0.5 en la tarifa por encima de $ 3 
$ (3 + 0.5x) = el precio del corte 
100 — 10x = número de clientes por semana. 
Ingreso total a la semana = (número de clientes) precio del corte 

= (100 — 10x)3 + 0.5x) dólares 
el ingreso correspondiente a 100 clientes son de 100 x $ 3 = 300 
luego los nuevos ingresos semanales deben ser al menos 300 dólares, es decir: 


(100 — 10x)(3 + 0.5x) > 300, simplificando x(x—-4)<O, aplicando puntos críticos 


ER ah qa 
+ - + 


0 4 


por lo tanto la solución es 0<x <4 
esto quiere decir que debería subir a lo más 4x 0.5 = $2 


El peluguero debería cobrar una tarifa máxima de $3 + $2 = $5 por corte, para obtener 
al menos los mismo ingresos que los correspondientes a 100 clientes cobrándoles $ 3 por 
corte. 


3.43. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


(1) Determine el costo mínimo € (en dólares) dado que 5(C — 25)> 1.75 +2.5€ 


Rpta. $50.70 
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Q) 


O) 
(o) 
9) 


e 


Determine la ganancia máxima P (en-dólares) dado que: 6(P — 2500) < 4(P + 2400) 
Rpta. $12,300 

Determine el costo mínimo C (en dólares) dado que: 2(1.5C + 80) < 2(2.5C — 20) 
Rpta. $100 


Determine la ganancia máxima P (en dólares) dado que: 12(2P — 320) < 4(3P + 240) 


Rpta. $400 


La compafiía Davis fabrica un producto que tiene un precio unitario de venta de $ 20 y un 
costo unitario de $ 15. Si los costos fijos son de $ 600,000, determine el número mínimo 


de unidades que deben ser vendidos para que la compaiiía tenga utilidades. 


Rpta. Almenos 120,001 


El administrador de una fabrica debe decidir si deberán producir sus propios empaques, 
que la empresa ha estado adquiriendo de proveedores externos a $ 1.10 cada uno. La 
fabricación de los empaques incrementaría los costos generales de la empresa en $ 800 al 
mes y el costo del material y de mano de obra será de $ 0.60 por cada empaque ; Cuántos 
empaques deberá usar la empresa al mes para justificar la decisión de fabricar sus propios 
empaques? Rpta. Producir al menos 1601 empaques al mes 


La publicidad indica que cierto auto rinde 20 millas por galón en la ciudad y 27 millas por 
galón en la carretera, y que la capacidad del tanque de gasolina es de 18.1 galones. 
Suponga que existen las condiciones ideales de manejo y determine la distancia que 
puede recorrer un auto de estas características con el tanque lleno. 


Rpta. [362,488.7] 


Una mujer de negocios quiere determinar la diferencia entre los costos de comprar y 
rentar un automóvil. Ella puede rentar un automóvil por $ 400 mensual (con una base 
anual). Bajo este plan el costo por milla (gasolina y aceite) es de $ 0.10. Si comprarse el 
carro, el gasto fijo anual sería de $ 3,000 más $ 0.18 por milla ; Cuál es el menor número 


de millas que deberá conducir por aiio para que la renta no sea más cara que la compra? 


Rpta. 22,500 
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Un fabricante puede vender todas las unidades que produce al precio de $ 30 cada una. 
Tiene costos fijos de $ 12.000 al-mes; y además, le cuesta $ 22 producir artículo ;Cuántas 


unidades debe producir y vender al mes la compaííía para obtener utilidades? 


Rpta. más de 1,500 


La comisión mensual de un agente de ventas es de 15% de las ventas por arriba de 
$ 12,000. Si su objetivo es lograr una comisión de al menos $ 3,000 por mes ; Cuál es el 
volumen mínimo de ventas que debe alcanzar? Rpta. $32.000 


El costo unitario de publicación de una revista es de $ 0.65 se vende al distribuidor en 
$ 0.60 cada una, y la cantidad que recibe por publicidad es el 10% de la recibida por todas 
las revistas vendidas arriba de las 10,000. Encuentre el menor número de revistas que 
pueden ser publicadas sin pérdida, esto es, que la utilidad > O (suponga que toda la 
emisión será vendida) Rpta. 60,000 


Una empresa automotriz desea saber si le conviene fabricar sus propias correas para el 
ventilador, que ha estado adquiriendo de proveedores externos a $ 2.50 cada unidad. La 
fabricación de las correas por la empresa incrementará sus costos fijos en $ 1.500 al mes, 
pero sólo le costará $ 1.70 fabricar cada correa ; Cuántas correas debe utilizar la empresa 


cada mes para justificar la fabricación de sus propias correas? 


Rpta. más de 1,875 


Una compaiiía invierte $ 30,000 de sus fondos excedentes a dos tasas de mterés anual: 5 y 
6.75%. Desea una ganancia anual que no sea menor al 6.5% q Cuál es la menor cantidad 
de dinero que debe invertir a la tasa de 6.75 por ciento? Rpta. $25,714.29 


La fabricante de cierto artículo ha estimado que su ganancia en miles de dólares está dado 


por la expresión —6x? +30x-10 donde x (miles) es el número de unidades producidas. 


« Qué nivel de producción el permitirá obtener una ganancia de al menos $ 14,000? 


Rpta. Entre 1,000 y 4,000 unidades 


Una pelota se lanza hacia arriba, de modo que su altura después de t segundo es 
128t-16t +4 pies. Determine el tiempo durante el cuál la pelota está arriba de una 


altura de 196 pies. Rpta. 4 segundos 
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El costo de publicar cada ejemplar de la revista semanal compra y venta es de $ 0.35. Los 
ingresos del representante de ventas son de $ 0.30 por ejemplar y los ingresos de la 
publicidad corresponden al 20% de los ingresos obtenidos por ventas que exceden los 
2,000 ejemplares ;Cuántas copias deberá publicar y vender cada semana para obtener 
ingresos semanales del al menos $ 1,000? Rpta. 112,000,0 más 


Un fabricante tiene 2.500 unidades de un producto cuyo precio unitario es de $ 4. El 
próximo mes el precio por unidad se incrementará en $ 0.50. El fabricante quiere que el 
ingreso total recibido por la venta de las 2,500 unidades no sea menor que $ 10,750 ; Cuál 


es el número máximo de unidades que puede ser vendido este mes? 


Rpta. 1,000 


Al precio de P por unidad, x unidades de cierto artículo pueden venderse al mes en el 
mercado, con P = 600 — 5x ;Cuántas unidades deberán venderse cada mes con objeto de 
obtener ingresos por los menos de $ 18,000? Rpta. 60 unidades 


Un fabricante puede vender todas las unidades de un producto a $ 25 cada una. El costo C 
(en dólares) de producir x unidades cada semana está dado por €C =3,000+ 20x — 0. be? 


«Cuántas unidades deberán producirse y venderse a la semana para obtener alguna 
utilidad? Rpta. más de 150 


Un granjero desea delimitar un terreno rectangular y tiene 200 yardas de cerco disponible. 
Encuentre las dimensiones posibles del terreno si su área debe ser de al menos 2,100 
yardas cuadradas. 


Rpta. 30<x<70,six yardas es la longitud de un lado del terreno. 


Un peluquero atiende en promedio a 120 clientes a la semana cobrándoles $ 4 por corte 
por cada incremento de $ 0.50 en el precio. el pelugquero pierde 8 clientes. ; Qué precio 


máximo deberá fijar para obtener ingresos semanales por lo menos $ 520? 


Rpta. $6.50 


Un accionista invierte $ 100 a un interés anual del R por ciento y otros $ 100 al 2R por 
ciento anual. Si el valor de las dos inversiones debe ser de al menos $ 224.80 después de 


2 afios ; Qué restricciones deben establecerse sobre R? Rpta. R>4 
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Para producir 1 unidad de un producto nuevo, una compaiiía determina que el costo del 
material es de $ 2.50 y el-de mano de obra de $ 4. El gasto general, sin importar el 
volumen de ventas, es de $ 5,000. Si el precio para un mayorista es de $ 7.40 por unidad, 
determine el número mínimo de unidades que debe ser vendido para que la compaiiía 
obtenga utilidades. 


El margen de ganancia para un auto usado era de al menos 30% de su precio total al por 


mayor. Si el auto fue vendido en $ 6,500 ; Cuál fue el precio máximo al por mayor? 


t minutos después de introducir un bactericida experimental en cierto cultivo, el número 


2 


P+1 





de bacterias está dado por + 2,000. Determine el momento en que el número de 


bacterias esté por debajo de 4,000. 


Un editor puede vender 12,000 ejemplares de un libro al precio de $ 25 cada uno, por 
cada dólar de incremento en el precio, las ventas bajan en 400 ejemplares ; Qué precio 
mínimo deberá fijarse a cada ejemplar con objetivo de lograr ingresos por lo menos de 
$ 300,000? 


Una fabrica de camisetas produce N camisetas a un costo de mano de obra total de $ 1.2N 
y un costo total por material de $ 0.3N. Los gastos generales para la planta son $ 6,000. Si 
cada camiseta se vende en $ 3 ;Cuántas camisetas deben venderse para que la compaiiía 
obtenga utilidades? 


a , 100 
Suponga que los consumidores comprarán q unidades de un producto al precio de —+1 


dólares por unidad ;,Cuál es el número mínimo de unidades que debe ser vendido para que 


el ingreso por ventas sea mayor que $ 5,000? 


En cierto estanque se crían peces (se introducen n de ellos allí). Si se sabe que la ganancia 
de peso promedio de cada pez es de (600 — 3n) gramos. Determine las restricciones de n 
si la ganancia total en peso de todos los peces debe ser mayor que 28,800 gramos. 


Un supermercado se encuentra con grandes existencias de manzanas que debe vender 
rápidamente. El gerente sabe que si las manzanas se ofrecen a P centavos por libra, 
venderá x libras, con x = 1000 — 20P ;Qué precio deberá fijar con el fin de obtener 
ingresos por lo menos de $ 120? 
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CAPITULO IV 


RELACIONES Y FUNCIONES 


4.1.  INTRODUCCIÓN.- 


a) 


b) 


PAR ORDENADO.- 


Llamaremos “par ordenado” de números reales a la expresión (a.b) donde a es 


Ilamada la primera componente y b es Ilamada la segunda componente. 
Ejemplo.- Son pares ordenados, (3,5), (-2,7), (etc). 


IGUALDAD DE PARES ORDENADOS.- 


Los pares ordenados (a,b) y (c,d) diremos que son iguales si sus correspondientes 
componentes son iguales, esto es: 


(ab)=(cd) & a=c A b=d 


Ejemplo.- Los pares ordenados (5,6) y (5,4) no son iguales sus segundas 


componentes son diferentes. 


Luego diremos que dos pares ordenados son diferentes si una de sus componentes 
correspondientes son diferentes esto es: 


(abz(cd) & azc ylo bzd 


Ejemplo.- Determinar el valor de x e y de tal manera que (5x+2y, -4) = (1, 2x—y) 
Solución 


Para calcular el valor de x e y aplicamos el concepto de igualdad de pares 


ordenados: 
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5Sx+2y=-1 x==] 


5x +27, -9=(1, 2) f 6 = 
ge eta [rp PR) 


PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS.- 


Consideremos dos conjuntos A y B arbitrarios; llamaremos producto cartesiano de A 
y B, al conjunto formado por todos los pares ordenados (a,b) de tal manera que la 
primera componente a pertenece al conjunto A y la segunda componente b pertenece 


al conjunto B. 


La notación del producto cartesiano de A y Bes: AxB. Simbólicamente el producto 


cartesiano se representa: 


AxB=[(ab)/ae À A be B) 
Nota: (able AxB o ac A Abe B 


Ejemplo.- Sean A = [1,3,5)] y B= (2,4) Entonces: 
AxB=((1,2)(1,4),3,2),(3,9)(5.2)(5,9)) 


También puede determinarse A x B mediante el método del “diagrama del árbol” el 
cual nos permite observar el conjunto de pares ordenados, este método consiste en 


disponer los elementos de A y B del modo siguiente 


A B AxB 
2 (1,2) 

1 Rá 
à 4 (1,4) 
2 (3,2) 

3 cid 
Pass 4 (3,4) 
2 (5,2) 

5 gr 
ai 4 (5,4) 
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OBSERVACIÓN.- Cuando los conjuntos A y B son finitos entonces: 
donde: n(A): es el número de elementos del conjunto A. 
n(B): es el número de elementos del conjunto B. 


(A x B): es el número de elementos del conjunto A x B. 

Ejemplo.- Si A=(2,4) y B= (1,3,5) entonces: AxB=[(2,1)(2,3),(2,5),(4,1)(4,3),(4,5)] 
De donde: n(A x B) =n(A).n(B) = (2)(3) = 6 

Además se tiene: 


Bx A = ((1,2)(1,4),(3,2),(3,4)5,2),(5,4)] de donde se observa que A x B = Bx A 


d) PROPIEDADES DEL PRODUCTO CARTESIANO 


AxB£BxA, no siempre se cumple (2) Axp=0xA=0 


AxXBUC=AXxBU AXC (4) Ax(BNC) = AxBOAXxC 
Ax(B-C)=AxB-AxC (6) (AxB)xC=Ax(BxC) 
SiíACB => AxCcBxC, VC 


SiAcCy BcD => AxBc CxD 





e) REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA DEL PRODUCTO CARTESIANO.- 


En el producto cartesiano A x B, a cada uno de los conjuntos A y B lo 
representaremos sobre dos rectas perpendiculares, en donde los elementos del 
conjunto A se representa sobre el eje horizontal y los elementos del conjunto B se 
representan sobre el eje vertical, de tal manera que las líneas verticales que pasan 
por los elementos de A y las líneas horizontales que pasan por los elementos de B al 


interceptarse se obtienen los pares ordenados de A x B. 
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Ejemplos.- 


Sí A=(1,3,5) y B=([2,4) entonces: 
AxB= ((1,2)(1,4),(3,2)(3,4)5,2)5,4)) 


A los elementos del conjunto A lo representaremos 
en el eje horizontal y a los elementos del conjunto B 


lo representaremos en el eje vertical. 





OBSERVACIÓN 


Como los conjuntos A y B son arbitrarios, entonces consideremos los siguientes casos: 


(1) Si À = B, el producto cartesiano denotaremos por AxB=AxA= ne 


(2) Si A=B=R entonces AxB=RxR=R” este producto nos representa al plano 
cartesiano. 


£) DIAGONAL DE UN CONJUNTO.- 


Dado un conjunto A * à, a la diagonal del producto cartesiano A x A denotaremos 


por l, y es definido por: 


Ejemplo.- Sí A=([1,3,5) entonces: 
AxA=((1,D1,3)1,5),(3,1),(3,3),(3,5),(5,1),(5,3),(5,5)) 
Entonces: TA =((1,1),(3,3),(5,5)) 

g) EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) Determinar los valores x e y, en cada caso: 


a) (4,2x-10)=(x-1,y+2) 
Solución 


Relaciones y Funciones 
Mediante la igualdad de pares ordenados se tiene: 


4=x-1 
(4,2x-10)=(x-1,y+2) = 

2x-10= y+2 
b (y-22x+D=(x-1,y+2) 


Solución 


Mediante la igualdad de pares ordenados se tiene: 


(y-22X+D=(x-1,y+2) Pet po! 
-2Z2x+D=(x-Ly+ > 

a i 2x+l=y+2 
(2) Dados los conjuntos A=(xez/-|<x<3]) ã 


C=(xez/I<x<4)] 
Hallar los siguientes conjuntos y graficar: 
a) AxB b) BxC 
Solución 
Tabulando los conjuntos dados se tiene: 


A=[-1,0,1,23). B=[1.2,34), C= (1,234) 
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x=2 
pas 


B=(xez/l<x<4) 


co) (A-C)xB 


a) AxB=((-1.1),(-1.2),(-1.3),(-1.4).(0,1)40.2),(0,3)(0,8).01,D;(1,2),(1,3X1,9,(2,D, 


(2,2X2,3) (2.4)3,1).(3,2),(3,3),(3,4)) 


b) BxC=[(D(1,29/(1,3),(1,9),02,D,(2,2,),(2,3),(2,4),03,1),3,2),(3,3),0,9),(4,D), 


(4,2),(4.3)(4,4)] 


co) A-C=(-1,0) 


(AC x BE CALDCLDCIAMO,D40.2,(0,3),(0,4)] 
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(O A=(xeR/x-3<7), B=(yeR/-2<y<3). Graficar AxB, BxA 
Solución 

Como x-3<7 => x<10 

AxB=((xy)/x<l0 A -2<y<3) 


BxA=((x,y)/-2<x<3 A y<10) 
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Para A y B subconjuntos arbitrarios de R, geométricamente visualizar, como superficie, el 


. . “2. . 2 
producto cartesiano A x B en el espacio bidimensional R”, entonces: 





Que parte del plano cartesiano se obtiene si se representa gráficamente los siguientes 


productos cartesianos. 


a) 


e) 


a) 


b) 


Cc) 


d) 


<0,+00> x <O,too> 


<-co.0> x <0,+c0> 


<0,+00> x <0,+c0> 


<-c0.0> x <-c0,0> 


<-co 0> x <0),+co> 


<() +oo> x <-co ()> 


(xy) /x>0 A y>0) 


[(xy)/x<0 A y<0) 


((xy)/x<0 A y>0) 


[00.y)/x>0 A y<0] 


b) 


d) 


<-c0, > x <-co,0> 


<0,+00> X <-c0,0> 
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Y “to 
M 
0 x 
Y Y x 
0 
x 
0 
h) EJERCICIOS PROPUESTOS. 


En cada caso determinar los valores de x e y. 


(x,9) = (2,7) (4,2x-10)=(x—-t,y+2) 


(y-2,2x+D=(x-1L,y+2) (5x + 2y, -4) = (-1,2x — y) 


(x+4,6)=(10,y-—x) (x+5,3-y) =(7,2) 


OO O 


(x +y,3)=(5.y-x) (x = 7y, 2x — 6y) = (15,-10) 


(3x -—-8y,4x+3y)=(4-2x-— 10y, 2x + 4y + 7) 
(5x +2y,-49)=(-1,2x—y) (11) (o —19, x y-0=0, x?) 


(Qx-yx+y+D)=(x+y+1,2x+y) 


mes q 85) 


à udp a EE 
2 Z 2 


( -2) 





0000002 - 
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En cada caso hallar los conjuntos y graficar: 

Dado los conjuntos: A=[xe z/-l<x<3],B=[xez/|<x<4)],C=([xez/|<x<4); 
Hallar los conjuntos y graficar: 

a) AxB b) BxC co) (A-C)xB 

Sea A=(xe R/1l<x<3) y B=lyeR/2<y<4). Halar Ax By graficar 

Sean A= (ab), B=[1.2,3,4,5]y E=(3,5,7,9). Hallar (A x B) (A x E) 

Representar al conjunto producto cartesiano: (xe R/|x|<Sjx (xe R/-2<x<3) 
Sombreando el área apropiada en el sistema bidimensional. 


2k+1 





Dado los conjuntos A=[xe N/x= » kE NJ), B=(xe N/xº -14x+40=0), 


C=txeN/ x?-1=0). entonces el número de elementos del conjunto 


HANB)UC]x(B-C) es. 


Si A=([xe R/2<x<5)] y B=[xeR/1I<x<4). Graficar À xB, luego graficar BxA. 


Si A=[xe R/2<x<5), T=[|xeR/1<x<4). Graficar Tx A, luego graficar AxT. 


W+2 





2 
sí A=( Mx=2Xx+3X4=5)=0) y BA +3/ da+ 0-4) =2) vxeR 


Hallar A xB,BxA y graficar. 


Si A=(xe ii 





,keN), B=(xe N/x? +1<12). Hallar(ANB)x(B-A) 
Si A=|x? -1/0<1<5, xe 2), B=(X)+1/-5<x<-3, xe 2), 
C=[x +44 +2Xx-D=0, xe:j. HallarAxB, AxC, BxC 


Si PR A -2<x<4), B=[xeN/x<2 A xe (3,24,5)) 
A 


Hallar y graficar AxB y Bx A 
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Si A=(3x+1I/(xe N Ax<3) V(xezA 0<x<5)) 


Calcular la diagonal del producto A x A y luego grafique. 


Dado A=(xe</-12<x+6<20] y B=(xez/10<x” <400) 


Cuantos elementos tiene A x B. 


Dados los conjuntos: A=f(xeN/x<3), B=(xeN/xesparyx<5), 


C=(xe N/xes impar y x <4). Hallar el conjunto (A NB) x(C- A) 


Sí 


A=(xez!ix= 


2k -—1 





| kez')y B=[xez!/x? +1<12). Hallar (ANB) x (B-A) 


Si À y B son dos conjuntos arbitrarios demostrar que: AxB=4 o A=0 VB=Q0 


Demostrar que: Ax(BUC)=(AxB)U(AXC) 


Demostrar que: Ax(BNnCO)=(AxB)n(AxC) 


Demostrar que: (A-B)xC=(AxC)-(BxC) 


Demostrar que: Sí ACB entonces AxBc BxB 


Demostrar que: Sí ACB entonces AxACAxB 


Demostrar que: Ax(E-B)=(AxE)-(Ax B) 


Demostrar que: (ANB)x(EnPD=(AxEBN(BxF) 


Demostrar que: (AxBU(BxP)c(AUB)x(EUF) 


Demostrar que: ACB y ECD implica qe AxEcBxD 


a) 


2.  RELACIONES BINARIAS.- 


DEFINICIÓN.- Consideremos dos conjuntos A y B no vacíos, Ilamaremos 
relación binaria de A en B o relación entre elementos de A y B a 


todo subconjunto R del producto cartesiano A x B, esto es: 


ResunarelacióndeA en Bo Rc AxB 
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Ejemplo.- Sean A=(2,4) y B=[1,3,5)] entonces 


A x B= [(2,1)(2,3)(2,5),(4,1),(4,3),(4,5)) 


Los siguientes conjuntos de pares ordenados son relaciones de A a B: 


R; as ((Q2,D, (2,5)) > R5 — ((2,3), (4,1), (4,5)) , R; = ((2,D, (4,3), (2,3)) 2 Ray = A x B 


Pero los siguientes conjuntos de pares ordenados no son relaciones de A en B: 


Rs = ((1,2),(4,D,(4,5)), R6 = ((2,D, (4,1),(3,4)) puesto que (1,2) € AxB,(3,)€ AxB 


porlo tanto Rs; ZAxB, R6 ZAxB. 


OBSERVACIÓN.- 


) 


2) 
O) 
(3) 


(3) 
(o) 


SiA=B. entonces R es una relación en A o, R es una relación entre elementos de A. 


La definición 1.1 establece una comparación entre elementos de pares ordenados, 
motivo por el cuál se le Ilama “relación binaria”. 


Si R es una relación entre elementos de A y B, al conjunto A le Ilamaremos conjunto 
de partida y al conjunto B le llamaremos conjunto de Ilegada. 


Generalizando: una relación R, entre los elementos del conjunto de los números 
reales R, está determinado por una función proposicional P(x,y): esto es: 


E=((xy)e RxR/P(x,v)) 


Cuando el par ordenado (a.b) satisface a la función proposicional P(x,y) de la 


relación R, diremos que (a,b) E R en caso contrario (a,b) € R. 


Si A tiene p elementos y B tiene q elementos entonces 3 2” relaciones entre A y B 


donde n = pq. 


Ejemplos.- Sí A=[1,3] y B=(2.4) entonces AxB=([(1,2)(1,4)(3,2),(3,4)) 


a aa p: 2 É 
El número de relación que se obtendrá de A x B es 222 =2* =16 es decir: que se 


puede formar 16 relaciones: 
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[DA U1D,3,D, UH [BD 16,9k 10,250), ((1,99,3,2)), 101,2),3,9)), 
119,69), 13:2),6,9), 1(12501,9,3,29), 101,2),(1,9,60,9), (01,4)/3.2),0,4)). 
11,2),3,2),6.9), 1(1,2),(1,4),(3,2),3,4)), O 


b) DOMINIO Y RANGO DE UNA RELACIÓN BINARIA. 
Consideremos una relación R de A en B: es decir que RC A x B. 


El dominio de la relación R denotado por Dp es el conjunto definido por: 


Dp=(0ae AlãbeB A (a,bje R) 


El rango de la relación R denotado por Rp es el conjunto definido por: 


Rp=lbeB/daeA A (a,b)e R) 


Ejemplo.- Si R= ((1,4)(1,5)(2,3),(2,4),(2,5)] entonces Dp =([1,2), Rp =(3,4,5) 
OBSERVACIÓN.- 


Para determinar el dominio de una relación, primero se despeja “y” enseguida se analiza 
los valores que pueden tomar “x” para que la variable “y” sea real. 


Para determinar el rango de una relación se despeja “x”, enseguida se analiza los valores 
] 
que puedan tomar “y” para que la variable “x” sea real. 


Ejemplo.- Determinar el rango y dominio de la siguiente relación: 
R=((x,y)e RXR/xº +yº +10y-75=0) 
Solución 


t6,9 


En primer lugar despejamos la variable “y” para obtener el dominio, es decir: 


x? +y? +10y-75=0, completando cuadrado 


(»+5)* =100-x? de donde y=-5+100-x 


Ahora analizaremos los valores que pueda tomar x para que “y” sea número real es decir: 


100-x* >0 de donde: x? <100 = -10<x<10 “ Dj =|-10,10] 
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Ahora despejamos la variable “x” para obtener el rango, como x? +y?+ 10y-75=0 
=> x=4/75-10 y— y entonces analizando los valores que puede tomar “y” para que 


x sea número real se tiene: 75-10y-— Ed 20 


donde (y+5)? <100 => -10<y+5<I0 > -15<y<5 - Ry =[-1555] 


c) PROPIEDADES DE LA RELACIÓN BINARIA.- 
Las relaciones binarias gozan de las siguientes propiedades: 


(1) PROPIEDAD REFLEXIVA.. Una relación R en A, diremos que es 


reflexiva si (a,a) E R para todo a E À esto es: 


ResreflexivaenAÃ & Vac A, (aa)e R 


(2). PROPIEDAD SIMÉTRICA.- Una relación R en A diremos que es simétrica 


si(ab)e R implica que (b.a) e R, esto es: 


R es simétrica & V(abeR > (ba)je R 


(3) PROPIEDAD TRANSITIVA.- Una relación R en A, diremos que es 


transitiva sí: 


(ab)e R A (b.c)e R implica que (a,c)e R, esto es: 


Restransitiva & Vabce A, I(labe RA (boge R > (ac)e RJ 


(4) PROPIEDAD ANTISIMÉTRICA.- | Una relación R en A, diremos que es 


antisimétrica sí: 
Vabe A, (ab)e R y (ba)e R implica que: a =b, esto es: 
Resantisimétrica & Vabe A, [(abe R A (baje R > a=bl 


(5) PROPIEDAD DE EQUIVALENCIA.- 


Una relación R en A, diremos que es de equivalencia si es: reflexiva, simétrica 


y transitiva. 


Ejemplo.- Si A = (1,2,3,4,5,6) las relaciones en A. 
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a)  Rj=((1,1),(2,2),0,3),(4,4),(5,5),(6.6)) es reflexiva en A. 
b) R,=[(1,1),(3,3).(4.4),(5,5), (6,6)) no es reflexiva en A por que falta (2,2). 
Ejemplo.- Si A = (2,3,5,7). las relaciones en A 
a R=(6,3,0,7),0,5),(7,2),02,2)) es simétrica porque (x, je R=>(v. M)€ R, 
b) R,=[(5,3),(2,7).(3,5),(2,2)) no es simétrica porque falta (7,2). 
Ejemplo.- Si A = (1,3,7,9) las relaciones en A. 
a) Rj= (Rr ri a e Trat porque (1)eR A(L)e =>(7,2)€ R, 


Ejemplo.- Si A=(1,2,3,4,5) la relación R en A dado por 
R = ((1,1),02.2).3,3)(4,4),(5,5)) es una relación de equivalencia porque 


es reflexiva, simétrica y transitiva en A. 


Ejemplo.- Sea Z = conjunto de los números enteros y la relación R definida sobre 
ZenR=l|(xy)eZxZ/x-y=3m me Z)es una relación de 


equivalencia. En efecto: 


R es reflexiva porque:a-a=0=0.3 VaeZ esdecir: (aa)€E R, VaeZ 


GS O 


Res simétrica porque: Síia-b=m.3 => b-a=(a-b)=(-m).3 
VabeZ > (abeR > (bajeR, 

() R es transitiva porque: Sí a-b=m.3 y b-c=m”.3 entonces 
a-c=(a-b+(b-co)=m3+m'3 
a-c=(m+m)3 > a-c=m3, Vabce Z 

esdecir: (able R A (bojeR > (ac)eR, Vabce Z. 


Por lo tanto R es una relación de equivalencia. 
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d) 


DETERMINACIÓN DE UNA RELACIÓN BINARIA. 


Teniendo en cuenta que una relación es un conjunto de pares ordenados, entonces a 
una relación determinaremos por extensign o por compresión. 


tra. POR EXTENSIÓN.- 


Una relación queda determinada por exténsión cuando se menciona cada uno de los 
pares ordenados de la relación. 


Ejemplos.- 

a) R=((1,2,03),60,9),(4,5)), R=[(a,b),(c,d).(e, f)) 
b) SiA=([23,6,9) y B=(1,4,5,6,12) 

Expresa por extensión cada una de las relaciones: 


(1) R=[xye AxB/y =2]) 


Solución 
R = ((2,.4),(3,6).(6,12)) 


(2) R=((gy)e AxB/x+y=12) 
Solución 


R = (6,6) 
2da. POR COMPRENSIÓN.- 


Una relación queda determinada por comprensión cuando se da una propiedad que 


caracteriza a todos los pares ordenados que conforman la relación. 
Ejemplos.- 


a) Si A=Z conjunto de los números enteros la relación R=[(x,y)JeZx Z/y =x] 


es una relación expresada por comprensión. 


b) Si U=([xe N/x<7). Determinar por comprensión la relación: 


R=((3,1)(4.2)(5,3)(6,9),07,5)) 
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Se observa que la diferencia entre la primera componente y la segunda componente 
es dos unidades por lo tanto expresaremos por comprensión: 


R=([(x,y)e UxU/x-y=2) 
e) RELACIÓN INVERSA.- 
SiRCcCAxB es una relación de A en B; entonces a la relación inversa de R lo 
denotaremos por R”! y está definido por: 


Rr! =((yx)e BxA/(x,y)E R) 


Ejemplo.- Sí R=((3,2),(3,1)(4,2)(4,5)(6,8)) > R!=((2,3),(1,3),(2,4),(5.4), (8.6) 
Ejemplo.- Hallar la inversa de las siguientes relaciones. 
a) R=((xy)e RxR/x+3y=12) 
Solución 
Para determinar la inversa de una relación se despeja x, es decir: x=12-3y 


Luego se permuta x por y esdecir: y=12-3x 





b) R=((xy)eRxR/3Ix+4y=5 A 1<x<7) 
Solución 


5-4y 





Primeramente despejamos x de 3x + 4y =5 es decir: x= , |<x<7 


: 5-4y 
Ahora veremos como va variando y; como 1Sx<s7 > Is 3 —<7 





3<5-4y<2]1> Asys 


tO fm 
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Luego x= 7,” -ASYyS 


5-4y 





+ por lo tanto al permutar x por y se tiene: 





R! (Ge Rx Riy= 2, pet 
” di o 


4.3. GRÁFICA DE UNA RELACIÓN DE R EN R.- 


DEFINICIÓN.- Llamaremos gráfica de una relación de R en R al conjunto de 


a) 


b) 


puntos P(x,y) cuyas coordenadas satisfagan a dicha relación, 


teniendo en cuenta que una relación puede estar expresada en una de las formas: 


E(x,y)=0 V E(x,y)<O V E(x,y)>0 V Elx,y)<O V E(x,y)>0. 


DISCUSIÓN DE LA GRÁFICA DE UNA RELACIÓN.- 


Para trazar la gráfica de una relación dada por la ecuación E(x.y) = 0, daremos el 


siguiente criterio. 


ira. 


2da. 


Determinación de las intersecciones con los ejes coordenados. 
Intersección con el eje X: Etx,y)n ee x=[(x,y)eR 24 vy=0)=P 


Es decir: para hallar el punto P de intersección con el eje X sehacey = O enla 


ecuación E(x,y) = 0, o sea que se resuelve la ecuación E(x,0) = O 


Intersección con el eje Y: Elxy)n eje y=((x,y)e Rº/x=0)=0 


Es decir: para hallar el punto Q de intercesión con el eje Y se hace x = 0 en la 


ecuación E(x,y) = 0, o sea que se resuelve la ecuación E(0,y) = O. 


Determinación de la simetria con respecto a los ejes coordenados. 
Simetria con respecto al eje X. 


Existe simetria con respecto a eje X si se cumple E(x,y) = E(x,-y). Fig. (a) 
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- Simetria con respecto al eje Y. 
Existe simetría con respecto al eje Y si se amdgiê E(x,y) = E(-x,y) Fig. (b) 
- Simetria con respecto al origen. 


Existe simetría con respecto al origen si se cumple E(x,y) = E(-x,-y). Fig. (c) 





3ra. Determinación de la extensión de la curva. 
Consiste en determinar el dominio y el rango de la relación. 
dta. Determinación de las Ecuaciones de las Asíntotas. 


Trataremos solamente de las asíntotas verticales y horizontales. 


- Asíntotas Verticales.- La recta x=a, es una asíntota vertical de la relación 
E(x.y) = 0. si para cada (x,y) e E(x,y), se tiene que 


46,376 


para “y” bastante grande la distancia de “x”a“a” es decir |x-a] es muy pequeiio. 
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Para calcular las asíntotas verticales se despeja la variable y de la ecuación 





E(x,y)= 0 esdecir: vy= de donde f y g son expresiones solamente de x, 


entonces las asíntotas verticales se obtienen de la ecuación g(x) = 0, es decir 
haciendo el denominador igual à cero. 


- — Asíntotas Horizontales.- La recta y = b es una asíntota horizontal de la 
relación E(x,y) = O sí para cada (x,y) e E(x,y) sé 


tiene que para “x” bastante grande la distancia de ““y” a “b” es decir |y — b] es 


muy pequefia. 





Para calcular las asíntotas horizontales se despeja la variable x de la 
= dra 
Em) 


solamente de y. entonces las asíntotas horizontales se obtienen de la ecuación 


ecuación E(x.y) = O. es decir: x donde f y £ son expresiones 


g(y) = 0 es decir haciendo el denominador igual a cero. 


E Es A 


342 Eduardo rã am Ramos 


/ 


Consiste en calcular un número determinado de pares ordenados a partir de la 


Sta. Tabulación. 


ecuación E(x,y) = O. 


6ta. Trazado de la curva.- Mapeo de los pares ordenados. 
OBSERVACIÓN 
(D Diremos que el par (a,b) pertenece a la relación E(x,y) = O sí y sólo sí E(a,b) = 0. 
Ejemplo.- Discutir y graficar la relación: R=([(xy)e RxR/xy-2y-x=0) 
Solución 
A la relación dada escribiremos en la forma: R(xy)=xy-2y-x=0 
1º Intersección con los ejes coordenados: 
- Coneleje X; hacemos, y=0; R(x,0)=0-0-x=0 > x=0 
- Con eleje Y; hacemos, x=0; R(0,y)=0-2y-0=0 > y=0 
2º Simetrías: 
- Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y) 
pero x(-y)-2(-y))-x 2 xy — 2y-— x, por o tanto no existe simetría con el eje X. 
- Con respecto aleje Y: R(x,y) = R(-x,y) 
peroxy—-2y-—-x*-xy—2y+x, porlo tanto no existe simetría con el eje Y. 
- Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x,-y) 
pero xy -2y- x £ (-x)M-y) — 2(-y) — (-x), por lo tanto no existe simetria con el origen. 


3º Extensión: 





- Calculamos el dominio, para esto despejamos y es decir: y= = 
X — 


Luego Dr =R-(2] 
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. E 2y 
- Calculamos el rango, para esto despejamos x es decir: x=-—— 


y-1 
Luego Rp =R-(1] 


4º Asíntotas: 


- Asintota Vertical: se despeja y: y= e la ecuación de la asíntota vertical es x=2 
X a 


- — Asíntota horizontal: se despeja x: 


2 E ; E 
= a » la ecuación de la asíntota horizontal es y = 1. 
y= 


5º Tabulación: 





4.4.  EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) Hallar el dominio y rango de la relación: R=([(x,y)e RaR/ xy? eg * +1=0) 
Solución 


Calculando el dominio de la relación R, para esto despejamos y de la ecuación 


x -a+3y/+1=0 > (14) =x-1 >» y=t 
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Analizando los valores que pueda tomar x para que y sea real, en este caso debe 
cumplirse aci >0 
: 2U. esa NGS T 
x+3 + E + 


-3 1 
Luego Dp =<-00,-3>Ul[l+oo > 


Ahora calculamos el rango de la relación R. 


Para esto despejamos x de la ecuación: x? —x+3 ud +1=0 


3y2 +41 
yº-1 





xy? -D=53yº =) 15 Ng 


Luego los valores que puede tomar y para x sea reales que y + 1 


Porlotanto Re =R-(-11) 


Hallar el dominio y el rango de la relación: R=((x,))e RxR/x2y? -4x? -4y? =0) 





Solución 
Sea x2y? -4x? -4y? =0 ... (1) 
é 4x? 
Para calcular el dominio de la ecuación (1) despejamos y=+,|— E 
So — 


Ahora analizaremos los valores que pueda tomar x para que y sea real, en este caso debe 
2 

É io + cesf e mes 

a (x+2Xx—2) 








cumplir: 
x—4 x = 


pu | — uu ae 
+ - + 
-2 2 


La solución es x € <-c0,-2> U <2,+00> 


Parax=0 también se verifica. Por lotanto: Dep = <-00,2>U<2,+0>U(0)] 
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Ahora calculamos el rango de la relación para esto despejamos x de la ecuación (1) 





4y ; 
r=ti=S , analizando los valores que pueda tomar y para que x sea real, en este caso 





se tiene 20 


y-4 


2 
VyeR, y/>20 => y=0 secumple, E e 


à -—— 
y—4 (-2Xy+2) 


Pas Tulsa 
tv ll NO4 
-2 2 


La solución es y € <-c0,-2> U <2.+00> 


Por lo tanto: Ra = <-00,-2>U<2,+0>uU [0] 


(3) Sí A=(23,6,9,11) y B=(1,4,5,6,12,14) 
Expresar por extensión cada una de las siguientes relaciones: 
a) R=l[(xy)e AxB/y=3x) 
Solución 
R = ((2.6)) 
b) R=((xy)eAxB/x+y=12) 
Solución 
R = [(6,6),(11,1)) 
co) R=l((xy)e AxB/y=x) 
Solución 


R= [(6,6)) 
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Si el universo es U = [1,2,3,4,5) determinar por comprensión cada una de las relaciones: 
a) R=((1,1)(2,2)(3,3),(4,4)(5,5)) 
Solución 
R=((x,y)e UxU/y=x) 
b) R=((3,1)(4,2)(5,3)) 
Solución 
R=((xy)e UxU/y=x-2) 
LarelaciónR=((xy)e ZxZ/x-y=2k, ke Z). Es una relación de equivalencia 
Solución 
a) Reflexiva: Six=y =» y-x=0 
> x-x=2(0), 0€ Z 
Luego V(x,x)e R -<. Res reflexiva. 
b) Simetria: Como x-y =2k, multiplicando por -1 se tiene: y—-x = 2(-k), -ke Z 
Luego (y,x)e R -. Res simétrica 
c) Transitiva: Si(xy)eR >» x-y=2k, k€EZ 
(yDER > y-7=2k, keZ 
x-2=UAkyi+k,), kj+k,€Z 
Luego (x,z)€e R -. Res transitiva. Por lo tanto R es de equivalencia. 
La relación R definida por: R = ((x,y)e RxR/|x-y|<4),R es de equivalencia. 
Solución 


a) Reflexiva Vxe R,|x-x|=0<4 => (xx)€ R “. Resreflexiva 
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b) Simética: (xy)eR => |x-y|<4 
> |ly-x|<4 > gx R “. Res simétrica. 
c) Rnoestransitiva: para esto tomemos dos pares ordenados 
(19)€R > |7-4|=3<4 
(4DeR > |4-1|=3<4 
(1)€ER > |7-1|=6 £4, luego R no es transitiva. 


Por lo tanto R no es de equivalencia. 


(7) Determinar sí la relación: R=((x,y)/ Vx + Jy =1, x, ye R*) es reflexiva, simétrica y 
transitiva. 
Solución 
, l 
a) Reflexiva: SíxeR* > Jx+Vxzl, nad 
Luego (xx) R = Rnoes reflexiva. 


b) Simétrica: Si(xy)eR > Vx+/y=1 


Jy+Vx=1 > (yWER 


Por lo tanto R es simétrica. 
c)  Transitiva: Sí(x,y) E R entonces: Vx+ Jy = 


(y.z) E R entonces Jy+ ml 
Vx+Vz2=21-/9)21 


= (x,7) € R, por lo tanto no es transitiva. 
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Discutir y graficar la relación: R=((x,y)e RXR/xºy—-4y+x=0) 
Solución 

La relación dada también se escribe así. R(x,))=x/y-4y+x=0 
Ahora haremos la discusión correspondiente: 
lra. Intersección con los ejes coordenados 
- Con eleje X, hacemosy =0: R(x,0)=0-0+x=0 => x=0 
- Coneleje Y, hacemosx=0; R(0,y)=0-4y+0=0 > y=0 
2da. Simetrías 
- Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y). 

Pero x? -y)-M-y)+rxA x? y-4y+x, por lo tanto no existe simetría en el eje X. 
- Con respecto al eje Y: R(x,y) = R(-x,y) 

Pero xºy-4y+x% te y-4y-x, por lo tanto no existe simetria con el eje Y. 
- Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x.-y) 

x2y-4y+x=(-x)? -4-y)-x, por lo tanto si existe en el origen. 


3ra. Extensión. 


x2-4 





- | Calculamos el dominio, para esto despejamos y, y= 


el dominio es: R=(-2,2) 


- Calculamos el rango, para esto despejamos x 


+ l+t6y?. es 


xy-4y+x=0 = pe 
2y 


el rango es todos los reales R, puesto que y = 0, x=0, la ecuación se verifica. 
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dta. Asiíntotas 


- Asíntotas Verticales: se despeja y, y= » las ecuaciones de las asíntotas 





2 


a = e o) é 
verticales se obtienen de la ecuación x” —-4=0 de donde x=-2, x=+2 es decir: 


x=+2 son las asíntotas verticales. 


141416? 


2y 


- Asíntotas horizontales, se despeja x, x= 


La ecuación de la asíntota horizontal es y = O 


Sta. Tabulación. 





(9) Discutir y graficar la relación: R=[(x,y)e RxR/ xy 24x? -4yº =0) 
Solución 
A la relación dada escribiremos en la forma: R(x,y)=x?y? = 4 <A y? =0 


Ahora haremos la discusión correspondiente. 
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Ira. Intersecciones con los ejes coordenados. 


- ConelejeX, hacemos y =O de donde R(x,0)= 0-4x2-0=0 > x=0 


- Coneleje Y, hacemosx=0 de donde R(0,v)=0-0-4)2=0 > y=0 


2da. Simetrias: 
- Con respecto al eje X: R(x,y) = R(x,-y) 
Como xºy? —-4xº -4y? =x"(-y)? —4xº —4(-y)? 
Por lo tanto existe simetria en el eje X. 
- | Conrespecioaleje Y: R(x,y)=R(-x,y) 
Como x2y? 4x? -4y? =(-m)?y? —-M-x)" -4y? 
Por lo tanto existe simetría en el eje Y. 
- | Conrespectoal origen: R(x,y) = R(-x,-y) 
Como x2y2 —- 4x? -4yº =()4-y)? —- 4-0)? —- 4(-y)? 
Por lo tanto existe simetría en el origen. 


Ira. Extensión. 





Ê ; 4x? 
- Calculamos el dominio para esto despejamos y, y=+|= E 
2 1 a e asia 
poda -—B0 + — == 
x*—-4 (x—2Xx+ 2) 2 2 
xe <-0,2>U<2,+o> porlotanto .. Dp=<-00,2>U<2,+0>U 0) 
4 y? 





- | Calculamos el rango, para esto despejamos x, x=+ 
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ap 1 CEU 
x es real si E > 323 .—>— > — TT 
Mto (v-2Xy+2) -2 2 
yE<o,2>U<2Z+o> Porlotanto -. Rp=<-0,-2>U<2.+o>U (0) 


4ta. Asintotas. 


; 4 | 4x” 
- Asintotas verticales: sedespeja v=+ = 
x —4 


Las asíntotas verticales se obtiene de la ecuación x2-4=0 > x=t2 





4y? 


- — Asíntotas horizontales: se despeja x=+ 7 
yº—4 





” E E dr 2 
Las asíntotas horizontales se obtienen de la ecuación y"-4=0 > y=+2 


Sta. Tabulación. 





Discutir y graficar la relación. R=((x, v)e RxR/ yx? —4y-x =0) 


Solución 
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A la relación dada escribiremos en la forma: R(x.)y)=yxº -4y— xº =0 
Ahora haremos la discusión correspondiente 


lra. Intersección con los ejes coordenados. 
- Con el eje X, hacemos y = 0, de donde R(x,0)= 0-0-x2=0 > x=0 
- Con el eje Y, hacemos x = 0, de donde R(0,7)=0-4y-0=0 > y=0 
2da. Simetrías 
- | Conrespectoaleje X: R(x,y) = R(x,-y) 
pero x? —dy— x + —yx? —4(—y)— x? 
por lo tanto no existe simetria en el eje X. 
- Con respecto al eje Y: R(x,y) = R(-x,y) 
como yx?-4y-x? =y(-x)” —-4y—(-2)? 
por lo tanto existe simetria en el eje Y. | 
- Con respecto al origen: R(x,y) = R(-x,-y) 
pero »x? =dy=x* Ea —y(-x)? -Mey-(-n? 
por lo tanto no existe simetria en el origen. 


3ra. Extensión. 
e 
»y es real 
4 





- | Calculamos el dominio, para esto despejamos y de donde y= 


p 
x — 
si x%+ 2, luego entonces + Dp=R-[-2,2) 
á 4y 
- | Calculamos el rango, para esto despejamos x., x=+ E 
= 
NA RS ai 7 








x es real sí: 23 20 + 
y-1 0 1 
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ye <o 0] U<l+o>, - Rp=<-o 0]U<l+o> 


áta. Asíntotas 





é a ; x ; : ; 
- Asintotas verticales, se despeja y, y= 5 » las asíntotas verticales se obtienen 
X 


ais 9 
de laecuación x —-4=0 5 x=+2. 


, 


Ê ' 4y A : 
- Asíntotas horizontales, se despeja x, x=t |, las asíntotas horizontales se 
y- 


obtienen de la ecuación y-1=0 > y=1. 


Sta. Tabulación. 











4.5.  EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


(1) Hallar el dominio y rango de las relaciones. 
a) R=((x,y)e RxRiy=xº 4x, y<0) b) R=((x,v)e RxRiv=V4-x") 
o) R=((x,y)e RR/xº =y-1) d) R=l(xy)e RxR/xy-2y-x=0) 


e) R=(lx,yeRR/ a+ y=h O) R=(tyeRRix?y + =5) 


354 


e) 


Eduardo Espinoza Ramos 


l 2 2 
eg) R=((xy)e RR/y=————) h) R=((x,y)eRRMx —-Dy=7") 
2x) —3x-—S5 


DP R=(,yeRR/x?yº-2x+y" -4=0) 

DP R=(Wye RR? -6x+5)y? =4y-1) 

Sí U=(xeZ”/x impar À x<8). Tabular las siguientes relaciones en U 

a) R=[(xy)e UxU/x=3 Vy=5) b) R=((xy)e UxU/x+y=8) 
o) R=[(xy)e UxU/xy=21) d) R=((x,y)e UxU /x divide a 20) 
En el conjunto de los naturales N se define una relación R de la siguiente forma: 
R=[(,y)e NN/xº +x=7yº+y) 

es decir si es una relación de equivalencia, justifique su respuesta. 

En R se define las siguientes relaciones, V x,y € R 

a) R=((xy)eRxR/|x-Il=|y-1|) b R=lixyeRRix-x=y"-)). 
Demostrar que son relaciones de equivalencia. 

Siendo A = (1,2,3,4,5,6) estudiar las propiedades de las relaciones binarias. 

a) R=[(xy)ce AxA/x+y>0) b) R=i(xy)e AxA/x-y<2) 


co) R=((xy)e AxA/x<y) 


Rpta. ayces de equivalencia, b) es reflexiva 

En A = (1,2,3,4] seconsidera la relación R=[((xy)Je AxAÃ/x=y V x+y=3) 
Es de equivalencia. Rpta. Si 

En Z define la relación R: R=((xyeZxZ/x?+x=y?+)»). Graficar R. 
Clasificar la relación R definida en Z x Z mediante (a,b)R(a',b') «e ab'=ba' 


Rpta. R es de equivalencia. 
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(6) 


Definimos en el conjunto Z x (Z — 0) la siguiente relación (a,b) R (c,d) «> ad = be 

Es una relación de equivalencia Rpta. R es una relación de equivalencia 
Demostrar que la relación dada por: R = [(a,a)(b,b)(c,c)(d,d).(a,c)(c.a).(b.d)(d.b)) 
En el conjunto A = (a,b,c,d) es una relación de equivalencia. 


Discutir y graficar las relaciones siguientes: 





a) xy” -3y"-1=0 b) y(x?-4)=x+2 
E A disc jugo — =" 
É 2x" A a=5 
e) xy —-x2+y?+1=0 f) xy? +4xº -4y? =0 
B) xy-2x-y-2=0 bh) y(x+D=4 


Discutir y graficar las relaciones siguientes: 








2 
2 = 4 
a) xw2+xw-6x-3=0 b) dig idas 
x 
je MP x +] 
c) = dd) y=>————— 
de 2x) -5x+2 
É] 3 2 x(x+3) 
Ri E EE os =0 >————— 
ES a à) (x+2Xx—2) 
2 
2 —3x+2 
g) yx-25y-x=0 h) yes o SRS 
(= Dr 
Discutir y graficar las relaciones siguientes: 
2.25 4x5 
a) v=> b) y=>5>0 
x+1 2x —1) 
2 —Sy As 2 
c) ER de nes d) x —-4x? -3yº +12x=0 


es 2 
3x —10x+3 
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(Qx-1) —4 
x —7x+10 


4.6. FUNCIONES.- 


Se va a introducir el concepto de función, hablando libremente una función f de un 


conjunto A en un conjunto B es una regla (procedimiento o mecanismo) que nos 


transporta de un conjunto a otro de manera que asociamos cada elemento de A un único 


elemento en B. 





a) DEFINICIÓN.- Consideremos dos conjuntos cualguiera A y B, a la relación 
binaria f de Aen B le llamaremos función de A en B, siy 
sólo si, verifica: 
D fcAXxB 
ii) (abef A (ag)ef => b=c 
esto quiere decir, que dos pares ordenados distintos no pueden tener la misma 
primera componente. 
E A 
Gráficamente: A B 
fes función, sí b = c 
OBSERVACIONES: 


(O 


Q) 


O O 


Una función f de A en B denotaremos por: ff A —s B; o Dm y se lee “f 
es una función de A en B”, donde el conjunto A le Ilamaremos conjunto de partida y 


el conjunto B le llamaremos conjunto de llegada. 


Si el par (a,b) E f, escribiremos b = f(a) y se dice que b es la imagen de “a” por fo 


también, que b = f(a) es el valor de f en el punto a. 
SÍíA=B=R,alafunciónf:R ——s R, se denomina función real de variable real. 


Teniendo en cuenta la parte 2) se tiene la siguiente notación: 


y=f(my) o (xy)ef 
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donde y = f(x) se lee “y es función de x” ó “y es la imagen de x por f”. 
(x,y) € f se lee “el par (x,y) pertenece a f”. 
Ejemplo.- H1)=3 Ss (1) ef 
(5) De la parte 4), a la función f se puede escribir en la forma: 
donde la ecuación y = f(x) es Ilamada regla de correspondencia. 


OBSERVACIÓN.- Una consecuencia inmediata de la definición a), es que toda 
función es una relación pero no toda relación es una función. 


Ejemplo.- La relación: R = ((1,2),(2,3).(3,4).(2,5)) no es una función, puesto que para 
el elemento 2 existen dos elementos 3 y5 tales que (2,3),(2,5) E R, que 


contradice a la definición de función. 


b) DEFINICIÓN GEOMÉTRICA.- f es una función < cualquier recta 
perpendicular al eje X corta a la gráfica de f en 


un sólo punto. Es decir: G,(f) MN L= punto) 





Gui Leal, Go(h) NL= (PQ) 
f es función > hnoes función 


4.7. | DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCIÓN.- 


Sea f: A——> B una función de A en B, Ilamaremos dominio de la función f, al conjunto 


de todas sus primeras componentes, al cual denotaremos por D , es decir: 
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D,=(xe A/dyeB A (x, ye f)CA 


y llamaremos rango de la función f al conjunto de las imágenes de todos los elementos de 


A, mediante f al cual denotaremos por R, es decir: 


Rp=DEB/IxEA À (WE fICB 


Ejemplo.- Sea f= ((1,2),(3,4),(5,6).(7,8)) su dominio y rango es: D, = (1,3,5,7); 
Ry = (2,4,6,8) 


4.8. CRITERIO PARA EL CÁLCULO DEL DOMINIO Y RANGO DE 
UNA FUNCION. 


El dominio de una función f se determina analizando todos los valores posibles que pueda 
tomar x, de tal manera que f(x) sea real, salvo el caso en que dicho dominio sea 


especificado. 


El rango de una función f se determina despejando la variable x en función de “y”, luego 


664,75 


se analiza todos los valores posibles que pueda tomar “y”, de tal manera que x sea real. 


Ejemplo.- Hallar el dominio y rango de la función f(0)= 4245 xº 
Solución 


Calculando el dominio: como y = f(x,) entonces: 


y=2+x-% luego “y” es real si, 2+x-x? >0, de donde 
Ed quad DS 
ie cui sa 


x -x-250 =» (x-2(x+1)<0 pe 2 
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Luego el dominioes: -. D, =[-1,2] 


Calculando el rango: como y = E yz20 


1+/9-4y? 


yº =2+x-xº, despejamos x, es decir: x= ; 


Luego x es real si 9-4y2>0 =, Yso > 8985 


3 
Por lo tanto R, =0t0> 0-5, =[0.5] de donde So AR =[0.5] 


Ejemplo.- Hallar el rango de la función: f()=x)-4x+7, xe [2,3] 
Solución 


En este caso el dominio esta especificado x e [2,3] ahora calculando el rango: como 


4+4y-12 " 


y=f0)=xº -4x+7. Despejamos x es decir: E | +Jy-3 
x=2+Jy-3 e [23] > 2S21)y-3<3 

O<+t/v-3<] > 0</y-3<] > 0O<y-3<l 

3<y<4 => ye [3.4] porlo tanto ae R, =[3,4] 


4.9. APLICACIONES DE A EN B.- 


A una función f, le Ilamaremos aplicación de A en B, siy sólo si: D f= A. 


EN FORMA SIMBÓLICA: Un conjunto fc AxB es una aplicación de AenB «>» 
Vxe A, dye B,talquey = f(x). 


OBSERVACIÓN.- Una aplicación es un caso particular de una función, luego toda 
aplicación es una función, pero toda función no siempre es una 


aplicación. 
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NOTA.- Algunos autores consideran a la función y aplicaciones como sinónimos, en 
estos apuntes, a las aplicaciones las consideraremos como casos particulares de 
las funciones. 


Ejemplo.- Sean A=([1,3,5), B= [2,4,6), calculando A x B 
Ax B= ((1,2),(1,9)(1,6,(3,2),3,4),(3,6),(5,2),(5.4),(5.6)) 
a) Elconjunto f= ((1,4),(3,2)) es función donde D, =[1,3) y Rs =(4,2) pero f no es 
una aplicación de A en B puesto que D, £A. 
b) El conjunto f = ((1,2),(3,4),(5,6)) es una función donde: D a (13,5) y 


R [= (2,4,6) como D f= A entonces f es una aplicación de A en B. 


4.10. FUNCIONES ESPECIALES.- 


(D) FUNCIÓN CONSTANTE. A la función f, le Ilamaremos función constante, si su 


regla de correspondencia es: 


f(x) =c, donde c es una constante. 


También a la función constante, se puede definir por: 


f=[(xy)e RxR/y=c,c constante) 


donde su dominioes D, =R , surangoes R, =(c) 





y su gráfica es: 


(2) — FUNCIÓNIDENTIDAD.- A la función f, le ilamaremos función identidad, si su 
regla de correspondencia es: 


También a la función identidad se define: 


f=[(xy)e RxR/y=x), donde D, =R, R, =R 


y su gráfica es: 
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(3) — FUNCIÓNLINEAL.- A la función f, le llamaremos función lineal, si su regla de 


correspondencia es: 


"o za 


donde a,b son constantes y a * O. También a la 


función lineal se puede expresar en la forma: 





X f=((x,y)jeRxR/y=ax+b), donde D,=R y 


Re=R; abe R y a£0, cuya gráfica es: 


(4) FUNCIÓN RAIZ CUADRADA.- A la función f, le Ilamaremos función raíz cuadrada, 


y si su regla de correspondencia es: 


No) =X 


También se puede expresar en la forma: 


f=IO ye RaR/y=Vx) 


X donde D,=Rº* y R, =[0,+0> 






(5) FUNCIÓN VALOR ABSOLUTO.- A la función f, le Ilamaremos función valor 


absoluto, si su regla de correspondencia es: 









x, x20 


100) = , donde = 
Good Lx| a 





También se puede expresar en la forma: 


f=((xy)eRxR/y=|x|]) 


Donde D, =R y R, =[0,+0> ysu gráfica es: 





(6) FUNCIÓN MÁXIMO ENTERO.- A la función f, le Ilamaremos función máximo 


entero, si su regla de correspondencia es: 
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fG)=[|x|] donde [|x]=n & n<sx<n+], ne Z 
También se puede expresar en la forma: | f=[(x,y)e RxR/y=[lx|]) 


donde D,=R y R,=Z 





Sixe [Ol> & fQ)=[|x]]=0 > f6)=0 
Sixe[1l2> & fo)=[x|=1 > fo)=1 
Sixe[l23> o fo)=Ilxll=2 > 0)=2 


Sixe[3,4> o fo)=Ixll=3 > f00)=3 


Sixe [-L0> o fl)=[|x]=-"1 > fQ)y=d 
Sixe [21i> é fosfri=2 > fw=2 


Sixet32> o fos=l=3 > f0=3 
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FUNCIÓN SIGNO.- A la función f. le Ilamaremos función signo, si su 


regla de correspondencia es: 


fal 


*0 
f(x) = sig(x), donde sig(x) = á 


=) 





También puede expresar en la forma: 


f=[(x,y)e RxR/y=sig(x)) 


Donde D, =R, R, =(-101) y su gráfica es: 


FUNCIÓN CUADRÁTICA.- 


A la función f, le Ilamaremos función cuadrática, si su regla de correspondencia es: 


fo)=aw? +bx+c, abce R,ax0 


También a la ecuación cuadrática se expresa así: 





f=Ux ye RiR/y=ax +br+rc, a,bce Ra *0) 


La gráfica de la función cuadrática es una parábola con eje perpendicular al eje X en el 
cual se presenta dos casos. 


Sia>0O la gráfica se abre hacia arriba. 


Sia<O la gráfica se abre hacia abajo. 


El dominio de la función cuadrática es: D, =R, El rango se determina completando 





cuadrados. 
i ado E 
Como fl)=ar +bhxte > fO)=a(lx +>-x+—=)+c-—— 
a 4a” da 
4ac—-b” 


b 
=a(x+—) + 
ditada 2a) da 
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Luego el vértice de la parábola es: A e 
a 





Sia>0 se tiene: Sia<oO, se tiene: 
4ac—b” 4ac—b? 
D, =R, R, no WE iiiiá D, =R, e DR] 
FUNCIÓN POLINOMIAL.- 


A la función f, le Ilamaremos función polinomial, si su regla de correspondencia es: 
fW)=a,x" +a, x +..+ax+ay, xe R 

donde 45.01.05...:,0,-1:54, Son números reales, a, £0. 

Ejemplo.- f(x)= 5x2 +7x! +3x+6, es una función polinomial. 

FUNCIÓN RACIONAL.- 


A la función f, le llamaremos función racional, si su regla de correspondencia es: 


n n— 
AX +a, 4X +..tax+as - 


: nmezZ* 


fO)= 


bx” + bo XT +...+bx+by 





donde aç,0,,...,0,, bosby....sb,, Son constantes realesy b, £O 
3 
é di x +5x-—17 e : se. 
Ejemplo.- La función f(xX)= E , es una función racional cuyo dominio es el 
x —Sx+ 


conjunto de todas las x, de tal manera que el denominador no se anule, es 


decir: D,=IxeR/xº-5r+620)=R-(23] 


ar 
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4.11. EVALUACIÓN DE UNA FUNCIÓN.- 


Consideremos una función f con regla de correspondencia. 


y=f(x), xe D, 


Si x toma valores específicos, por ejemplo: x= x. entonces yo = f(x9) se dice que la 


función ha sido evaluada, en otras palabras es: 


Cuando x = x, el valor de la funciónes f(x,) 
Ejemplo.- Si f(xy)=2x)+xº +x+2, elvalordefenel punto x=2es f(2) es decir: 
fD=20)+(2)7+2+2=16+4+2+2=24 
Ejemplo.- Si f(x)=xº +x+1 entonces f(d=2"+2+1 
fy=r+)y+1 
Ejemplo.- Si f(x)=5*, probar que f(x + y) = f0).y) 
Solución 
fu+p=5"" =5".5" = fo). f() 
+“ Hx +y) = fCO.Fy) 


4.12. FUNCIONES DEFINIDAS CON VARIAS  REGLAS DE 
CORRESPONDENCIA. 


En las funciones definidas con dos o más reglas de correspondencia, su dominio y rango se 
determinan de la siguiente forma: 


Suponiendo que la función f es definida por: 





AO DEMO sendo PRO Mag 
ea PR ag o 


el dominio de f(x) se determinan así: D A D AO D E 
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el rango de la función f(x) se calcula por: R, ES R,, UR, 


Esta forma de calcular dominio y rango de una función con dos reglas de 
correspondencia, también se extiende a funciones de tres o más reglas de 
correspondencia. 


2x+1 si x2] 


e 


Ejemplo.- Calcular el dominio y rango de la función: f(xW)= 
—2 si a<0 


Solución 
fO=2x+1, si x21 D, = ll+o> 
Calculando su dominio se tiene: " 
ibl)=n -2 si x<0 D, = <-c,0> 


Luego su dominio de f(x) es: D, =D UD, = [|to>uw<-c0> 
Es D, = <-c0> U[lto> 
Ahora calcularemos el rango: 


Six21=> y=2x+1 despejamos x: «=! 21 => y2>23 dedonde: ye [3.+4> 


Si x<0 => y=xº -2, despejando x se tiene: x=—Jy+2<0 => J3+2 >0=» y>-2 
de donde: ye <-2,+0> 


Luego el rango de la función fes dada por: R,=<-2,+0>U [3.40>=<-I+o> 


4.13. TRAZADO DE GRÁFICOS ESPECIALES.- 


Cuando se conoce una función y = f(x), en base a esta función, se puede construir otra 
función en una forma rápida mediante el siguiente criterio: 


ler. Si se tiene la gráfica de y = f(x) entonces la 
gráfica de la función: 


FO) = f(x) + c se obtiene desplazando 
verticalmente la gráfica de y = f(x) en c 
unidades, siendo hacia arriba sic > O y 
hacia abajo si c < O. 
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2do. Si se tiene la gráfica de y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = f(x — c) se 


obtiene desplazando horizontalmente la gráfica de y = f(x) en c unidades, siendo 


hacia la derecha si c > O y hacia la izquierda si c < O. 





3er. Si se tiene la gráfica de y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = f(x — h) + k 
se obtiene desplazando horizontal y verticalmente la gráfica y = f(x) en h y k 
unidades respectivamente. 


Y 


si h<0O 
no y=f00) fix-c)+k 
Si hk>0 
! 1 
i 1 


fx-h)+k, h<0, k<0O fx-h+k, h>0, k<0 





fix-»)+h 






áta. Si se tiene la gráfica y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = af(x), a > O se 


obtiene de la siguiente manera: 


i) Sia>l lagráfica está estirândose verticalmente en un factor a en base al eje X. 


ii) Si0O<a<l, la gráfica está encogiêndose verticalmente en su factor a. 
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Y Y af da 
y =x) a>1 a f(x) 
OQ<a<1 
X XxX X 


Sta. Si se tiene y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = f(ax), a > O se obtiene 
de la siguiente manera: 


à) Sia>,la gráfica se encoge horizontalmente en un factor “a” en base al eje Y. 
à) Si0O<ac<l, la gráfica se estira horizontalmente en un factor “a” en base al eje Y. 


f(lax) sia>1 
Wonrrag ru lar 


x “= — ita) si0O<a<1 






6ta. Si se tiene la gráfica y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = -f(x) se obtiene 
haciendo rotar la gráfica y = f(x) alrededor del eje X. 
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7ma.Si se tiene la gráfica y = f(x) entonces la gráfica de la función F(x) = f(-x) se 
obtiene haciendo rotar la gráfica y = f(x) alrededor del eje Y. 





&va. Si se tiene la gráfica y = f (x) entonces la gráfica de la función FO) = -f(-x) se 
obtiene haciendo rotar la gráfica y = f(x) alrededor del eje X y eleje Y. 


Ejemplo.- Graficar la función F()=Vx-2+2 
Solución 


La gráfica de F(x)=Vx-2+2 se construye a partir de la función fO)= ais 
trasladando a la derecha 2 dos unidades y hacia arriba dos unidades. 


Y 


fb)=Vx-2+2 





Ejemplo.- Graficar la función F6)=|x-3]+3 
Solución 


La gráfica de F(x) = | x — 3 | + 3 se construye a partir de la función fx) = fedÊ 


trasladando a la derecha 3 unidades y hacia arriba 3 unidades. 
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ba Fo) =|x-3]+3 






F(x) = |xl 





4.14. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) Determinar el dominio y rango de la función f(x)= | 
Solución 


Como y=f(0)= VxX-l> y =V$-l. Luego analizamos los valores que x puede 


CARR a 444,99 ko) 2 
tomar para que “y” sea real, y como y=vVx —l entonces “y” esrealsi x -120 


> x>D >x<1Vx5l por lo tanto el dominio es: D, = <-c —JuU[l, co > 


Ahora calculamos el rango, y para esto despejamos x y = VX-1,)205+x= E y” +1, 


Luego analizamos los valores que “y” puede tomar para que x sea real y como 


x= +yy? +1 entonces xesreal Vye R . 
Por lo tanto el rango de fes: R re [0,40 > n R=[0,+0 > 


(2) Calcular el rango de f(x)= 2x7 +5x-6 
Solución 


a aa E iá 
Como y=f(W)=> v=2xº +5x-6 es una función cuadrática en estos casos el rango se 


determina completando cuadrados: 


5 25: “25 


2 73 52 
v+6=2w +—x—)-— dedonde y+r—=Ux+->) 
5 TOU Ai FI 
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Luego veio) por lo tanto el rango de f es: Re = Eres > 


4x -1 
2x+1 


(3) Determinar dominio, rango y construir la gráfica de la función f(x)= 





Solución 


2 sos 5) E 
Factorizando y simplificando se tiene: f(x)= ste = fem cêr 1) =2x-1. x edi 


2x+1 2x+41 2 


l E l 
Luego como f(x) = 2x-L, x e su dominio es: D, = E! 


E +1 
Ahora calculando el rango, para esto despejamos x y=2x-1 > x= Cai 


2 
1 1 v4l | 1 

como 1€<-c,—— >Ily<-——,co > entonces ——— E< —-c0, —— Dly< —— vo > 
Ê 2 2 2 2 


+1 1 Lo y+4l 
ecie V Sa entonces -o<y<-2 v —I<y<o 


Por lo tanto Re= <—0, 9 >U<-OD co > 





2x 
(4) Determinar el dominio y rango de la función f(x)= & 


o 


qq 





Solución 


La función f(x) está bien definida si: 
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2 x À e 
a 20 entonces ————————— >0, ahora resolvemos la inecuación. 
xº-4 (x+2Xx—2) 
“See pI 
gs E - + 
-2 0 2 


Luego D = <-20]U<2Zto> 


Para determinar el rango despejamos x, como y = f(x) 





2 > a 
di y20 > y = pm de donde DR a O y20 
x — X — 


E” 24/4416) -16y* o 8 ” 


+, y20 racionalizando x=———— =———— = = v=0 
2y 2)(2+44+167º) 2444163 


xesrealsiysolosiy eR. Luego R, =[0,+0 >A R=[0,+0 > 





Entonces y = 


Determinar dominio, rango y graficar la función: f(xw)= sigo) 
x+ 


Solución 


Aplicando la definición de la función signo se tiene: 

















-l si E di 
x+4 
. x—3 . x-—3 s ; ; 
f OS) = sig( =. 0 48] =0 al resolver cada una de las inecuaciones se tiene 
x+4 x+4 
1 si E» 
x+4 
Y 
E —, si4<x<3 
fO=sgtD=1 0,85 x=3 
x+4 


| 
| 
Losi x<4 Vx>3 | 
1 


Su dominio es: D, =<-o, —4>U<-—4,c0> 





Su rango es R, =(-1,01) 


Relaciones y Funciones 


(5) 


Determinar el dominio rango y graficar la función: ft)=[|Vx|] 
Solución 


Calculando su dominio se tiene: f(x) está definida si x>0, luego D p= [0,0 > 


Y 


Por lo tanto su rango es: R, =Z9 = (01,2...) 
sillVx|] = 0 >0<Vx<l50<x<l 


SillVx|l=1 > I<Jx<2 > I<x<4 





Silllx=2 > 2<Vx<3 > 4<x<9 
Determinar el dominio y graficar la función: fo)=|x|+|x-1| 
Solución 


Por definición del valor absoluto se tiene: 
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x si x>0 ' x-1 six5l tua lÊ a PE da 
X = ú x—l = V V 
—x si x<0 —x+1 six<l 0 1 


Ahora calculando las reglas de correspondencia de f(x) 

Six<0 > |xj=-x, |x-1I|=1-x 

como fQ)=|x|+|x-1| > f6)=-x+1-x= 1-2x,, parax<0O 
SiO<x<l> |x|=x, |x-1|=1-x 


Como ft)=|x|+|x-1I|=x+1-x=1 > f60)=1,, para 0<x<l 
Six>1l = |x|=x |x-1|=x-1 


Como f(xw)=|x|+|x-I|l=x+x-1=2x-1 > f6)=2x-1, para x21 
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1-2x 
Luego la función toma la forma: f0)=4 1 
2x—1 


Su dominio D, =R,y surangoes R, =[l+o > 


El gráfico es como se muestra en la figura: 





Determinar el dominio, rango y graficar la función: 


[x] si [|x|] es par 
2x-[|x+1]] sillxles impar 


so9=| 
Solución 

Sixe [0,1> > [|x||=0 espar > f()=0 
Sixe [1,2> > [|x/l=1 esimpar > f(0=2x-2 
Sixe [2,3> > [|xll=2 espar > f(x)=2 
Sixe [34> > [|x|j=3 esimpar > fl0=2x-4 
Sixe [-L0> > [|x|]=-1 esimpar > f(0)=2x 
Sixe [-2,1> > [|x|]=-2 espar > f(0)=-2 


Sixe [-3,2> = [|x|]=-3 esimpar 5 f(x0)=2x+2 
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(9) Determinar el dominio, rango y graficar la función: ft)=Vx-[|x]) 


Solución 


Calculando el dominio de la función f es decir: f(x), está definida si x—[|x|]>0 de 


donde x >[| x|] que por definición de máximo entero se cumple Vxe R. Luego D, =R 


Como [|x||=n & n<xx<n+], neZ 
Entonces fo)=vVx-n, Vxeln,n+l>, ne Z 
Sixe [0,1> > [|x]=0 > fo)=vx 
xe 23 > ]x=10 => f)=V2-1 
xe23%> > [x=2 > fw=vVx-2 
xe-ios [ej=1 > fo)=Vx+ 


xe [-2-1> > [x]=2> fo)=Vx+2 





Luego elrangoes: R, =[01> 


Br 
Hallar dominio, rango y graficar la función f definida por f(x) = ET 
xi+|x 


Solución 


Calculando el dominio de la función, es decir: 
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f(x) es definida si x-[|x]]*0 esdecir: D,=R-(x/|x|A|x[]=0) 
Como |x[|x|] = xeN puestoque |x|>0. Porlotanto D, =R-Z 


x six>0 . 
Como | x ; , analizamos en la forma 
—x si x<0 


3-x 


Si x20 > ida 





xe <0,1> > [|x|=0 > e e 
x x 








xe [12> > [|x|=1 > fo 
re Das = jufei & fo= 
3-x 
xe [34% > [|x]]=3 > REP Ed 
3-x 
xe [4,5> > [|x]=4 > f0)= 
x-4 
3-x 
xe [5.6> = [|x|]=5 PT 
3-x 
xe [-l0O>> [lxll==1 > f0)= 
—x+1 


xe [2 = [Ix]=-2 > [= 
—x+2 





xe [3,2> 5 [xll=53 > f6)= e 
=x 3 
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Luego elrangoes: R, =<-0,2>U [-I)U <0O+o> 


(1) Determinar el rango y graficar la función definida por 


7x-—15S 
x-1 





fo)=T] 


[]+2x. sixe<-1,0> 


Solución 


Por la propiedad [|x+n|)=n+[|x||,ne Z 


7x-—15 n+2x=[] Hx-D 8 
x-1 x—] x—1 


fO)=I| 








8 
p= 117==—— [525 
x—1 
8 
f)=7+4|-— ||+2x 
x-1 
; 8 E 
Ahora definimos [| Er, |] es decir: 
X— 


1 
Comoxe<-l0)> > -1<x<0 > 2<x-1|l<-1l >» -I<— < —— 


=: ee tÊo gua = qz=sÊ zé 
x-—1 X— 
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= ia =4,5,6,7 
x-1 


Además flt-=Eiea > n< | dad 
x—1 xl 























= GE es 
n+1 8 n 
a PE a TA Ps 
n+1 n 
> —l+ <-x<l- É 
n+ n+1 
n—8 n-7 
= <x< 
n n+1 
ng 2 > entonces x e<-1,0>paran=4,5,6,7 
n n 


Luego f(x)=7+n+2x, n=4,5,6,7. Ahora definimos f para cada valor de n 


2x+7+4=2x+1l si xe<-1,-3/5> 

2x+7+5=2x+12 si xe<-3/5,-1/3> . nas , 
fO)= , Graficando la función f se tiene: 

2x+7+6=2x+13 si xe[-1/3,-1/7> 


2x+7+7=2x+14 si xe[-1/7,0> 


-3/5 -1/3 
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(2) 


Rp= ag E seno equi E ou uh 
5 ss 3 3 7 7) 


Hallar el dominio, rango y graficar la función f(x) definida por: f(x)= | 
Solución 

El dominio se determina en la forma siguiente: D, = <-—o, 1] U<l,+o>=R 

Ahora calculamos el rango: 

Six<1l = y=4-xº > x? =4-»y 


x?=- (y-4) = VÍ0, 4) de acuerdo al criterio de la función cuadrática. 


Parax>1 > y=2+x?, de donde y-2=xº > V(0,2) 


Ahora graficando se tiene: 





Luego R, = <-o 4] U<3+0>=R 
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=" si x<l 


2+xº, si x>1 


x —x-12, si XE [-4,6] 


Hallar el rango y graficar la función f definida por: f()=4,-2 





x+1 
Solución 


Calculando el rango de la función 


lo 49 
Síixe[-4,6] > Se a o dorm 


ã si xE<6,+0> 
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xe [4,6] >» 4<x<6 


49 lo 49 121 49 
<(x—— 
4 2 4 4 4 





= E aged a 
4 
4 
>» -— <y<l8 >» ye[-—,l]8> 
Six e <6,+0o> =: pe ==. 
x+1 x+1 


xe <6,+0uv> > 6<x<+o >» I<x+i<+ho 


3 3 
>> 0<— <— 5 <— <— 
x+1 x+1 7 
3 3 
> o —— <> « =) 
vi x+1 


49 
R, a 
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a 
W+x +x+41 


Hallar el dominio, rango y graficar la función: f(x)= T 
x+ 


Solución 
Calculando el dominio de la función f(x) es decir, f(x) está definida si x = -1 


Luego el BD, =R=4-1 
Ahora a la función expresaremos en la forma: 


o) 2 : 
ã l +D(x +] x+1, si x2-1 
fo=* 4x ax+l GO +AX My a meto] 


|x+1] |x+1] 


—-x-l, si x<-l 


Por lo tanto la función f(x) es dada por: 


x +1 six>- 
roo=| 


2 à, 
—xº—Isix<-l 





Ahora graficando se tiene: X 


Six> 15 y=x"+1 = y-1=2º. V(0,1) á “NR= <02>U [1,+0> 


x<1l> y=-x2-1 > y+1=-x?, V(0,-1) 


Hallar el dominio. rango y graficar la función: foed)=Ix|+ Jx —[x|] 
Solución 


La función f(x) está definida si x—[|x || >0 

De donde x >[|x|Jes valida VW x e R, luego D, =R 

Si xelOl> > [|x]=0 > fw=vx 
xeli2> > |=l > fo=i4Vx- 


xe23> > [|xl=2 > fQ=2+Vx-2 
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xeB4>> [|xl=3 > f0)=3+Vx-3 
xe [-10> > [xl=-1> fo)=-+Vl+x 


xe(t-Z21>> [xl=2> fQ)=-2+/2+x 





Determinar el rango y graficar la función f()=|x?-9]| 
Solución 


Aplicando la definición de valor absoluto a la función f(x) expresamos: 


” x -9, si xº>9 
foy=xº -9|= E a 
9-xº, si xº<9 
x -9, si xe< o, 3] U[3,+0 > 
fO)= 


9-x?, si xe<-33> 





El rango de la función f(x) es R [= [0,+c0> 


La gráfica es como se muestra en la figura 


: E E lx+Ilx|] si llxll es par 
Construir la gráfica de la función  f(x)= a ; 
lx+(|x-1])] si ilx|] es impar 


Solución 
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Sixe [0,1 > 
xe [12> 
xe [2,3> 
xe [3,4> 


xe [-1,0> 


xe [-2,-1>> 
xe [-3,2>=> 


xe [4,3>> 


= 


=> 


= 


= 


=> 
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[|x|=0 espar > fo)=|x|=x 

[|x]=1 esimpar > f6)=|x|=x 

[|x]=2 espar > fo)=|x+2|=x+2 

[|x|l=3 esimpar > fo)=|x+2]|=x+2 

[|x|]=-1 esimpar > f)=|x-2|=2-x 

[|x|l=-2 espar > f)=|x-2|=-x+2 

[|x||=-—3 esimpar > fo)=|x-4]=-x+4 


[|xl=-—4 espar > fo)=|x-4|=-x+4 





Hallar la gráfica de f(x)=(x-I[|x Ip? 


xe [0,]> > 
xe[iZ2> => 
xe [23> > 


xe [-10> > 


Solución 


ejso = 40=sS 


Wxl=10 5 fo)=(4-D? 


|x=2 > fw)=(-9 


Wxl=1 > f)=0+)? 
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xef2i>> [|x]=2> f6=(1+27 


RS, = [D.1 > 





Graficar la función f(x) = Vol 


Solución 

E x, si x20 R 

Por definición |x| -| . + luego la función f(x) queda expresado así: 
—x, si x<0 
Y 
Vx, si x>0 

fO)= 

v-x, si x<0 
donde D,=R y Ry=[0,+> o X 


Hallar el rango y graficar la función f definida por: f6)=[2x—- 1|-x 


Solución 
” 1 
2x-1 si x>2— 
Por definición de valor absoluto |2x—1| = : 
1-2x si x<— 
2 
Sí 1<- > [x-1|=1-2x > fQ)=1-3x 
x25 > [x-1|=2x-1 5 fQ()=x-1 
: 1 
1-3x si a 
Ahora la función dada se expresa así: fO)= i 
x-1 si x2— 
2 
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calculando el rango de la función f(x) 


a I : I- 
dos = y=1-3x. despejando x > sds Ed a SE v>>5 


E l . l 
Si x2— > v=x- 1, despejandox = Pp >. Vê 


l 
2 2 


Porlotanto R, = <-autm >U [5te> = [sete Su práfica es: 





(21) Hallar el rango y graficar la función f(x) dado por: 


2 


x a sixe[l,)2> 
fO)= [lxil+Vx-[x |] » si xe[-ll> 
8x si xe[-4,-1> 
Solución 


xe[-1,0>> [a]l="1 > fO)=-1+Vx+1 


xelol> > [x]=0 > fo=vx 





Ahora expresaremos a la función: 


er ,sixe[-4,-1> 
+ vx+], si xe[-1,0> 
Jr , si xefO,l> 


9 


x , si xe[l,2> 


S069)= 
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61) (x?-2x-3|=0 


Ixº-2x-3]=0 & 0<x)-2x-3<l 


Solución 


0<x?-2x-3<l & 0<x-2x-3 À xº-2x-3<l 


o («-IU+D20 A (ND? <5 
014 & niPia Pi 
e q ºC ES CA Slave 
-1 3 


& xe<-,-TU[3,+o> nxe<i-5,1+45> 


« xe<i-5,NUBl+SS> 





NX 
3) RE” 





Solución 
T E TM o (x>0 A [|-x]]<0) V (x<0 A f-x]]>0) 
—x 
o (x>0 4 x>0) V (x<0 A x<-1) 
e (x>0 V x<-1) 
«REDE 
s3 ES 
x +lx]] 
Solución 
x « 20 


Se e jx- 
conoce que |x| [id Ai 
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Graficando cada parte de la función 
Si f(x)=a”, Demostrar que fix + y) = flx) fly) 
Solución 
Como ft)=a” > fu+ry)=a" =a'.a! = ft.) 
+ fx +y)= fto).fy) 


La función f(x) es lineal, hallar dicha función si f-D)=2.f2)=3 


Solución 
Como f(x) es una función lineal entonces f(x) = ax +b 


Ahora calculamos los valores de a y b 


5 
-D=-a+b=2 add á 
nda = a por lo tanto Ea 
fQO)=2a+b=-3 md 3 8 
3 
Dada la función f(x)=mx+b, V xeR, si se sabe que f(3) = 11, -3)=6. 
Hallar m + b 
Solución 
Calculando los valores de m y b 
ee 
3)=3Im+b=1l “+ 2 
Misha = 6 + entonces: pib a ST 
f-3)=-3m+b=6 psd 6 6 6 3 
6 


Pee RE 
3 


Dada la función f(x)=ax+b, xe R, donde a y b son constantes reales, si 


fx+y)=fh)+ily)VxyeR.ysi f(-2)=-6. Hallarayb 


Solución 
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Como f(x + y) = f(x) + f(y) 
a(x+y)+b=ax+tb+ray+b 
a(x+yt+b=a(x+y)+2b > b=0 
Luego fix)=ax+b > ttx)= ax 
f-2)=2a=-6 > a=3 . a=3. b=0 
4 f(xady= a 435, Hilhar fas 1) 
Solución 
Definiremos la función f(x) para esto se hace una sustitución z=x+4 > x=z-4 
Ahora se sustituveen f(x+9)=07" + > M)=(2-4)+KMc-4)=2"-52+4 
Luego la función f(x) es dado por: f(x)= x? —5x+4 
Calculando f(a + 1) es decir: f(a+D)=(a+])?-5S(a+D)+4=a" -3a-4 
fla+h)=a” —-3a-—4 
(7) Dado el polinomio P(x)= xe 4 (a + Dx? +x, se define la función f con dominio 
10,1,2,3,5), por fla) = resto de la división de P(x) entre x + a , calcular f(2) + f(3) 
Solución 


Calculando el resto de la división de P(x) entre x + a 


x +(a+ Dx? +x[xta Como fa)=a-a 


sat 
2)=4-2=2 
e 3)=9-3=6 
=x" —ar 
Luego fl2)+f(3)=8 
(1 -a)x 


(Il -a)x-a(l —-a) 


á 
q —a = resto 
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4.15. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 





























(1) Hallar el dominio de cada una de las funciones 
à f(w=vr -4x+43 b fy=v/-ix 
9 1m9= 5 a) 
2%) -x-1 2-4 —9 
o foy)= GE E D fQ)- inc So = 
x +3x —xº +17xº —16 
EE l l 
g) Sfl)=vx -Ix+2+—5==>—>—— b) f(x)= 
V3+2x—-xº v*—|x| 
i) face. | LE D tosse oER Nx + 
x+2- Mdlro 
4 x-3 
O) fO)= +49 j p= 
(+) x+] 
Rptas: 
a) D,=<<l]U[3+0> b) D,=[-1] 
e) D, =<-0,2>U[0,2> d) D,=[1,2>2 0VU<3,x> 
e) Dj =<-e,3>U[-5,0>U[Lto> Db D,=[-33>- (-1,t2 
eg D,=<-IJUIZ3> h) D,=g 
D D,=6 D» Dr =tl 


k) ESl>ue- 5] D <s-2JuU[4s> 
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2) 
O) 


Halle el dominio de la función f(x)= 


x—-Vxº 16 
djx+4|]-x 
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Hallar el dominio de la función f()=Vj2=x-2]-|1-22|-|x+1]+Yx 


Rpta. D, =<-<,1] 


Hallar el dominio de la función f(x)=4 


lx+1] [x+2] 
lx|+1 |x]+3 








+N7-x 


Rpta. D, =[3-1,7] 


E] 
Hallar el dominio de la función fl)xsig(Jx|+D-1 +84 


Dadas las funciones 


F(x)= 


Determinar el dominio, rango y graficar la función: f(x)= | 


FO)-4g() 


fON)+3g() 


Rpta. D, 


=R 


fO)=7-5x+5, 


Rpta. D, =<-,-1>U<1,4] 


5 
x)=-2x+—, 
g(x) + 


hallar el dominio 


Rpta. D, = R-(1,10) 


R; = [-9,+00 > 


Hailar el dominio de las funciones siguientes: 


a) 


fO)= 


l 


x -[|x|] 


à fodbi 
EX. 


g) 


fO)= 


2-x 
+1 





b) 


e) 


h) 


x 


Mm 2x-[|x]) 
fes] 
CC x-3 
4-x 

fO)= Ixi=i 


meio 
e! 


x2-9 si x<4 
Sx-2 si x24 


2x? 


“xd 


f 0) 


foy=2] 


fO)=Vx-* 


Rpta. D, =< —o, S]U[4, +o > 


de 
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Do f=i-Va-* O) fQ)=1I-V8-%-2x 


DR SD 
q x+20-x? 


Determinar el dominio, rango y graficar cada una de las funciones siguientes: 


x sixcl 3x—2 si-4<xx<4 
a) fO)= b) g(W= 
-x) si x>1 x sig4<x<6 
Vvx-2 j 22 2-4 si 
é as À si X à fds x caio 
x +2x—-3 si xe<-ll> 2x-1 six>3 


Hailar el dominio, rango y graficar la función: 


|x+2|-x si xe<-4,0> 


a) fO)=;V4-x si xe<0,4> b) rea=| 


2x-8 si xE<4,0> 


= si 4<x<7 


|x| si x<4 


2llx]+2 si -S<xx<l 


aja asger 

O fo)=|Vx si 1I<x<4 d) reo= fg ns x< 
6 si —TJex<-s x] si x<4 
eo fo)=|x-1|+|x+1] )) fog +a2x+3] 


e a si <DeaisO 
9 fo)=4xl si x<2 h) 1oo=| 


2 si x<-—2 


[|2x|] si xe [0,3] 
M|x|] si xe<3,5] 


2x) si xe<-5,1] |x+3] si x<0 
D fO)=ivVx si xe<l1,4] D foO=12u-)? si xelO1> 
x +3 si xe<-7,-5] 2-|x-4] si xel2,+0> 
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(1) 


Hallar dominio, rango y graficar cada una de las funciones siguientes. 


a) fo)=|x+1|+|x-1]-2]x] b  fO)=[|x|-|x] 
o fo)=|x+2]+|2x-2]+|-x+5] a) fo)=|x||x-1| 
eo fo)=|x-2]+|x+1] D fo)=|x+2|]+|x-2]-|x]-1 
9  f6)=VAl2x+5]-4i]x]) bo f)=lx-2-x]) 
|x+3| x<0 
D fO)=x| Axl] D o fO=|24-D?,xe[0,2> 


2-|x-4| xe [2,00> 


k) ro9=-2| 





a, 32x54 DD fw=-VM-vx. sixell9) 


x+3 


Determinar dominio, rango y gráficar cada una de las funciones siguientes. 








a) f0)=Ax|l-2x b)  f6)=/5-|x-3] O f)=[]2-3x]] 
d) ftp fe e) fe. £) fe) |x] 

E xx) [x]+1 

B) fEs— + bh f0)= || ) fu = tala 

[|x-3]]-[| x] [x|]+1 2-[x]) 


Do fO)=Mx+/x Axl) 


Construir la gráfica de las funciones siguientes. 





a) fo)=sig ((x)-1]-1) bd fo=N4-2]) 
. g o x—3 

co f6)=sig(x+ D)-sig(x- 1) d) fO)=sig( ) 
x+4 


En cada una de las funciones dadas, hallar el dominio, rango y hacer su gráfica. 
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a) fO) - 
x +6x+5 

4x? —9 

q mae 2x+3 


o fO)=[Ilxlh|x|+x+2 


x] 


8) 14 





[x 


jxj-=x+1 


D o fO)= 


Graficar las funciones siguientes. 


a fo)=[|-*2] 


od fo)=V|xl 
“a 
à Td 


GG +DO? +3x-10) 


b) 


d) 


h) 


1) 
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x* —10x-1 
()=————— 
a PE 
rójE (é +3x— 4x? —5x+6) 
(q —3x+2)Mx—3) 
jm l é 
qa 


fo) =sigUlx—-D+sig(lx+1]-1) 


2 — 
FO) = o dias 
x+1 


bo fo)=[-+1] 


dO foy=Vsl) 


[x+3]-[x+5] 


En cada función, hallar el dominio, rango y hacer la gráfica. 








X 
+ Usem 
à die". 
|2x|-21 x] 
3 
e) fo) = 


9 fo)=x-[x]l 


DO fl)= ix+1[-4 +,X€E<-5,2] 
2-x 
b) (== 
Tia 
d) Apedél 
[x] 


DD fo=(w-|x|D? 


bo fO)=]x D+” 
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DO COCO 


Hallar el rango de la función ft) =x -|x- 2), xe R 


Graficar la función f0)=(+9[|2x+3]), D, =[-L1] 


Hallar el rango de f(x) =|x+2]-2]3-x|, xe [-4,10> graficar la función f. 


Sea f0)= |x|+J-x-[|x|], 0<x<2 Hallar el rango de f. 
Hallar el rango de f(x)= all2 |x+1 |] (Jx|-1) paraxe <-5/2,2>, graficar f. 


Hallar el dominio, rango y graficar la función 











(Ed = si —I<x<l 
3-x S-x , xe<-2,3> 
a f=|VxX+2x si I<x<2 b fOs= 2 
2 Xx+ Fe + x€ [3,5] 
— — si —2<cx<-— q * 
x+1 
bb fQ=x-2x-3 o fo)=Vl=-x+Vl+x 
D fy= — o fo)=Vlxl+i-Vi-x 
=X 
h) fo)=|6+x-»? | g) fO)=x+|x]-x+1 


Hallar dominio, rango y graficar la función 





8 si -I<x<8 aib-Britsçad S x<0 
EE 
a) fO)= ia 2| b fQ)=/x-|x-2],0<sx<8 
— XY k 
EE si —S<x<-s3 2+Nx-4, 4<x<8 
4 
I | , si x<3 
x 41 
Hallar el dominio, rango y graficar la función: f(xW)= 1 +3x , si 4<x<6 
x -1 
Xx-6) 


II all, si 8<x<9 


5 
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|x+1|-3 


Hallar el rango de f(y)=————— 
I|x-3] 


sí xe [-2,4> 


2243 


1 
Hallar elrangode f()=——— E—————— sí xe<-2,—> 
SE PM sx 1 [155 5 


Determinar dominio, rango y graficar: f(xy)=V9-xº sig ES, +] = p- 
x— + 

Hallar el dominio, rango y graficar: f(x)= Ri Sie 

lx-[|x+1]], sillx|] es impar 
Construir la gráfica y hallar el rango de: 
o) , si 
foj= Ix—21]) k [x] es Po Aa 
3x-[|x+1/]|, si [|x|] es impar 
Rpta. R, =[-7,-4] U [-30] U [1,4] U [5,8 > 
Sea f: [-2,4> 5 R/ f()= Efe Hallar el rango de f. Rpta. R, = Eê. y 
IH |x-3| 5 


Dadas las funciones fQ)=-x2+3x+1, g0)=3xº +2x+41 Hallar R, AR, 
218 

Rpta. [-,— 
p Es Fa 


Hallar los valores de a y b para que cada uno de los conjuntos de pares ordenados sea una 


función y determinar la función en cada caso. 

f=(0,8),(2-3), (La? +b?), (La+b).(a? +b,b).(b+a”,b)) 

2 =(43X-5,-3(4,0º —b?), (-S,a+b), (a? +b,a),(a? +b?,b)) 

Rpta: a) a=2, b=2 b) a=2 , b=-1 


Hallar el rango de la función f(x)=|x-2]+|x-1|+1, si xe <1,31 


Rpta. R, = [2,4> 
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6) 


6) 


OO 


É 


É 


2x-1, xe<1,2] 


Ee 


Rpta. R, =<1,3) U<5,50> 
x +], xe<2,7> 


Hallar el rango de la función f(x)= | 


+ e sig(-9), 0<x<l . 
Sea f? R—— R una función definida por: f(x)= , determine el 
[xl ,I<x<2 


rango de la función. Rpta. R, =(-1,1,2) 


St f()= x USD-4I5D, x € <0,6]. Hallar el rango y graficar 


Hallar dominio, rango y graficar la función  f(x)= Ea 


IxlAlxl] 


Determinar el rango y graficar la función: f6)= || = ||-4], xe <1,3] 


Sí fO)=at+bx+c, revero=2, f-D)=0 y f(1)=8. Hallar f(5) 


Rpta. a=3, b=4.c=1,5)=96 

Determinar las siguientes funciones lineales 

a) HD=1 y f3)=3 b fD=3 y fG)=1 
o HND=0 y fH8)=42 


Si f es una función real es de variable real tal que f(x+2)= E em 


far quê Rpta. 6 
2a-3 2 


Calcular 
Si f es una función real de variable real tal que f(x+1)= x2+3 


Calcular PAC ad ÃO! ,1a*0 Rpta. a 
a 


Sea f una función real de variable real definida por f(x) = mx + b tal que : 
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212) +f(4)=21y f(-3) - f(1) = -16 Hallar el valor de 510 Rpta. : 





Sea rosado mania que: Itau) = 162) 
l-x l+xy 


Sea f(n) la suma de n miembros de una progresión aritmética, demostrar que: 


f(n+3)-3f(n+2)+3fn+1)-f(n)=0 
l = 1 E 
Sea E da “D)y Vip ia ) 


Demostrar que: px+y)=pCO0PGD+HYCOUVO) y 


VA+p=e0V)+EM 0) 


O) 


Demostrar que, si f(x) es una función exponencial, es decir f(xy)=a” (a <0) y los 
números x, X2,X3 constituyen una progresión aritmética, los números f(x,), f(x) y 


f(x3) forman una progresión geométrica. 
Hallar analíticamente el rango de la función f(x) = 4x- xº-1, x€ [0.10]. 
Determinar el rango de la función f(x)= E 2x- x , SÍ xe [1,9] 


Determinar el dominio, rango y graficar la función f()=x)+|x|-x+1. 


Hallar el dominio, rango y graficar las funciones dadas. 


a) fo) =[|l-x? || b) go)=Vx+4-Vx—5 


ORONONO 


O) 


[|3+cosx|], x20 


1-2x , -1<x<0 xº , x<0 
+» 80)= 
senx , O<x<a 


Sí roo=| 


Hallar dominio, rango y graficar f + g. 


(53) Halle el dominio, rango y dibujar la gráfica. 
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a) 


ce) 


e) 


8) 


i) 


k) 


|) 


n) 


O O 


Hallar el rango de la función f(x)= 


Vxº-16 
pj 

[x —16]] 
rs AD 

lx +lxf 


fO)=[|x?-2x-3]] 


29 14 e x6 5,3] 
flQ)=i|x+3]-2 , xe<-3,5] 
xº-10x+26 , xe<5,7] 


S-x |, xe<-2,3> 


fO)= sÃ]) xe [3,5] 
l-x 





()= 
HE e , xe (29> 


roo=| 





IES » XE [5.5] 
fO)= é: 


5 
x-3| , xe[l-,4> 
[x=3] E 


Hallar el rango de la función f(x)= pad ua 
x 2 


[|x-1|-2||x? -2x, xe<-12> 


3x-[[1+x|) si [|x|] es impar 
[|-x] sillxlespar Yxe[-2,4] 


t+ fx) 
2=5)| 2] =] 51] 
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V2x-1 


bd 'f= 
id TE 





O fe)=[-2x])) 


DD fO)=VIlx]]-3x 


xira? 1º sapaté [-3, 0% 
bh) fQ)=ix-|x-2|, xe[l0,4> 


2+Vx-4, xe [4,8> 


|x|+2, xe [-7,-2] 


D fO= D+», |xk2 


I-|x+1] 


; el2,5 
ppa xe [2,5] 


Determinar una función polinómica de segundo grado f(x) tal que f(0)=-5,f(-1)=1, (1)=7 


sí xe [-1,10] 


, sí xe <O,l> 
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—1 30 2X— 
a pi! E >| donde D, =<-1,1] 


Hallar el rango de la función f(x) = 8x] 
Ri x+2 








2|x+1|-5 


Hallar el rango de la función f(xy)=————— 
' a 2|x-2|+1 


sí xe <-3,5> 


Si f0)= 





x 
TRE y D, =[4,20], Hallar R, 
Po 
4x2 +41 





Hallar el rango de la función f(x)= », sí xe [1,10] 


Dado f()=4-V(x+62-9, xe <ce-1l>. Hallar R, 


Determinar le rango y graficar la función f(0)=|4-x!] es NI 


l-x, x>1 
Determinar él domino, rango y graficar la función f(x)=4cosz, -l<x<l 


=, x<-l 


Hallar el rango y graficar las funciones: 


Ae ps, 
a) ro 1820, xe LL] b) foo= (xt-Atlxh, xe L2l> 


Calcular el rango y graficar las funciones dadas: 








da si |x-2/>3 x-9-2, -S<x<-3 
x-2 
a fO)=iVxX+4x-1, si 0<x<l bo fO)=|x+2]-3 0<x<5 
3x—16 dai 
2+|2x-5|, si 2xx<3 PRE 


—|x+4], si -B<x<2 
é -âx—-D 4 262755 
—x? +10x—22, si 5<x<8 


-3 si |x|>8 


|x+3| si -4<x<0 


O fQ)=13-x, si 0<x<4 O f)= 
-2, si |x|>4 
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4.16. OPERACIONES CON FUNCIONES.- 


Consideremos dos funciones reales de variable real, fg: R > R si 


Entonces: 


a) IGUALDAD DE FUNCIONES.- 


Diremos que las funciones f y g son iguales sí y sólo sí 





li) fo)=gh) > VxeD, =D, 


Ejemplo.- Las funciones f(x)= x -1, g0)=x* 1 


Son iguales porque D, =D, =R y f(x) = g(x). 
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D ND, *4, 


Ejemplo.- Las funciones f)=x-Dtx-6) y gtw)=Vx-1Vx—6 no son iguales 


puesto que D, =<-vl]U[6,+o>y D, =[6,+00> dedonde D, *D, 


Ejemplo.- Las funciones f(x)= 2% —- Tx 6 405] y g0)= 2x? -7x, xe [1,9] no 


son iguales a pesar de tener la misma regla de correspondencia, debido a que 


sus dominios no coinciden. 


b) SUMA DE FUNCIONES.- 


Teniendo en cuenta que una función está definida cuando se indica su dominio y su 


regla de correspondencia 


DEFINICIÓN.- 


Si f y g son dos funciones con dominio D, y D, 


respectivamente, entonces a la suma de f y g denotado por 


f + g se define: 





Da DD, 






Do f+egk)=fW+rg0) VxeD ND, 
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Ejemplo.- Hallar f+g si: f=((-1,2)(0,0),(2.4),(3,-1),(4,3)). g= ((2.0),(3,4)(4,7),(6.2)) 
Solución 


Primero calculamos el dominio de f y g. 
D,=(-10,23,4) , D, =(2,3,4,6) 
Luego calculamos el dominio de la suma: D,, =D, nD,=(2,3,4) 


ahora calculamos los pares ordenados que pertenecen a f + g. 


(f+gXD= fM+g(2)=4+0=4 Q9)e f+g 
F+reXD=HDregD=-1+4=3 > 39ef+g 
(Ff + 2X) = D+ g(49)=3+7=10 (410)e f+g 


Luego la suma de f y ges: f+ g = ((2,4),(3.3),(4,10)) 


3x+1,six<8 


[2x+1, six21 
Eijemplo.- Calcular (f+ gx) sf: f0)= : OP a us 
2x ,six>10 


x2-2,six<0 
Solución 
Primero calculamos el dominio de f y g 


Dp=<-00>U [Lto> , D,=<-08] U <10,+0> 


Luego calculamos el dominio de la suma f+ ges: D,,, =D,ND, 


Dea =D, nD, =<-o, 0>U [1,8] U<10,+0 > 
Ahora definimos la suma en cada intervalo 
Six<o0, (from) = fO+gu)=x)-2+3x+1=x] +3x-1 


Sil<x<8, f+gQ)=f00+g0)=2x+1+3x+1=5x+2 . 
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Six<lO. «(f+rel)=flO+gw)=2x++4+20 =2x) +2x+41 


x +3x-1 si x<0 
Luego la suma (f + g)(x) es: (f+g0)=45x+2 si I<xy<8 


2x) +2x+1 si x>10 
c) DIFERENCIA DE FUNCIONES.- 


Si f y g son dos funciones con dominio D, y D, respectivamente entonces a la 


diferencia de f y g denotada por f — g se define: 


D De =DND, 





f-go)=f0)-g0),V xe D ND, 


Ejemplo.- Hallar f-g síf=[(1,)/(2,5),60,044,D)y g = ((0,2),(1,0).(2,1),(-1,3)) 
Solución 


Primeramente calculamos el dominio D ;yD,: D,= (12,3,4), D, =(-1,0,1,2) 
Ahora calculamos el dominio de la diferencia D,.; =D, ND, =(1,2) 


Calculando los pares ordenados que pertenecena f-g 


Re E Ind 
(f-2XD= fD-s(D=5-1=4 (QN f-s 


Luego la diferencia f — g es: f- g=((1,2),02,4)) 
d) MULTIPLICACIÓN DE FUNCIONES.- 


Si f y g son dos funciones con dominio D, y D, respectivamente, entonces a la 


multiplicación de f y g denotado por f.g se define: 








ii) Eg()=fOg0, V xe DpND, 





402 Eduardo Espinoza Ramos 
Ejemplo.- Hallar f.g si: f= ((1,4),(4,5)/2,3),(3.2)) y g = ((0,2)(1,2)(2,-1),(3,0)4(5.2)) 
Solución 
Primeramente calculamos el dominio D ;y D,: D f =(1,2,3,4), D, = (0,1,2,3,5) 
Ahora calculamos el dominio del producto: D fe = D fa D, = (1,2,3) 


Calculamos los pares ordenados que pertenecen a f.g 


(FgD=fMD+g0M)=4.2=8 (18)e f.g 

(FeXD=fO+g(2D)=3(-D=-3 > 4(2,-3)e f.g 

(F.8)3) = f(3)+ 803)=2.(0)=0 (30) e f.g 
Luego el producto f.g es: f.g = ((1,8),(2,-3),(3,0)) 


2x) ,x>10 


2x+1, x21 3x+1, x<8 
Ejemplo.- Hallar (f.g)(x) donde: f(X)=4 , - 80)= 
xº—-2, x<0 


Solución 
Primeramente calculamos los dominios de f y g: 


D, =<-00>U[l+o>, D, = <-0 8] UU <10,+ > 


Ahora calculamos el dominio del producto f.g 


D,, = E nD, = <-, 0> U[1,8]U<I0O,o> 


Ahora definimos el producto en cada intervalo 
Six<0, (LO)E= FO).g0)= (1? -D43x+D=3x) + x? -6x—2 
SiI<x<8 LAW) fOUgO) = (Qx+DGx+1) = 60 +5x+1 


Six> 10, (90) = fog) = Cx + DZ = 42º 42x 
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OBSERVACIÓN. Para que exista la composición de funciones g o f es necesario que: 


RND, *6. 


ILUSTRACIÓN GRÁFICA 





Door R, ND, É B Root 


e 
En esta representación gráfica se tiene: 





Ejemplo.- Sean f= ((0.,1)(1,2),(2,3)(4,3),(5,2)) y g= ((6,7),(5,4),(4,3),(2,4),(1.4),(0,7)) 


Hallar Do, » Deoy » Asícomo fog y gof. 


Solución 


(-3,3)€e f -g 
i) Calculando Dç, :; (= Sp nevafis= «8 


(Chje w = 
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Des =ixeD, xe D, ng(x)e D,) por definición: 


D=l O | Zoo & 5 6) 
a). 4 NR ul EL dh 
g(O) gD g2 g(4) g65) g(ó) 


O mm vm mm e 
ERR — e — - 


veremos cuales pertenecen al D, 


Se observa que el 4€ D f entonces D e = (1,2,5) 


Ahora veremos su regla de correspondencia. 


CfogD = f(gM) = f(4)=3 (13)e fog 
(fog XD) =f(g0)=f()=3 > (2,3)e fog 
(fogXS) = f(g6D= f()=3 (5,3)e fog 


“+ fog=([(1,3)(2,3)(5,3)) 


f 
A q 


Deo =(xe Dp!xe D, A f0Q)e D,) por definición. 


ii) Calculando Dp,, ; 


D=[ 0 1, PD uqção 
E PR PR 
O) fl) f2) 4) (5) 


am mm 
ce a 


Veremos cuáles de estos elementos pertenecen al D,, entonces le D,, 2e D, luego: 


Da =10015] 
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[3x +%2-6x-2, si x<0 
Luego el producto (f.g)(x) es: (fg) = 6x +5x+1 » si Isx<8 
Acta DigÊ , si x>10 


e) COCIENTE DE FUNCIONES.- 


Si fy g son dos funciones con dominios D, y D, respectivamente entonces el 


cociente de f y g denotado por f/g se define 


Deise =D, ND, —(xe D, !g(x)=0) 





Ejemplo.- Hallar f/g si: 
f=((-2,3), (0,3), (4,0), (5,-3), (6,3)] y B =[(0,-2), (-2,5), (3,2), (5,0), (8,-2)) 
Solución 


Primeramente calculamos el dominio de fy g: D, =(-2,0,4,5.6). D, =(-2,0,3,5,8) 


Ahora calculamos el dominio del cociente f/g 


D,is =D, nD, —(xe D, /g(x1)=0) 
= (-2,0,4,5,6]N(-20,3,5,8)-fSe D, /8(5)=0) = (-2,0,5] — (5) = [-2,0) 


Calculando los pares ordenados que pertenecen a f/g . 


(Ex) — CD = 3 (—2, É E Ei 
8 g-2 5 e, 5 mig 
fo PO 3 3 3. f 
-(0)=>— => =-— 0,—— — 
a Ho 2 2 ( Sr 


Luego el cociente f es: 


Lu o do 
a 2 MO, Su 
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Ejemplo: Hator ( f da E lhe E +1, si xe [-30> tie x +1, si xe [-2.2] 
g x+2,si xe [0,4] x-4, sixe<2,5] 


Solución 
Calculando los dominios de fy g: D ,=[-30>0 [0,4], D, =[-22]U <25] 
Ahora calculamos el conjunto (xe D, / g(x)=0) 
a) Sixe [-2,2]) > g() =x +1=0 > TI xtalqueg(x)=0 


b) Sixe<25] > g(x)=x-4=0 > x=4 entonces: xe <2.4>U<4.5] 


-3 2 0 a 4 5 
O EEFR 
E === 


D,,, =D, nD, (4) =[-20>0<0,2]U<2,4]-(4]=[-2,0>0U<0,2]Uu<24> 


2x+1 











e si xe[-2,0> 
x +1 
(me e, si xe<0,2] 
g x +1 
sc A si xe<2,4> 
x+4 


4.17. COMPOSICIÓN DE FUNCIONES.- 


DEFINICIÓN.- Dadas dos funciones f y g. tales que: f AB; g: B—sCy que 
R,ND, *Q , entonces la función compuesta “g o f” es aquella función 


definida por: 








D De =Ixixe D, A fine D,) 





iD «gofkx)= gifttx)) es la regla de correspondencia. 
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Ahora veremos su regla de correspondencia. 


(gofXO)= g(f(0) = g(D=4 (0.4)€ gof 
(gfAD=ASMD=gD=4 > UM gof 
(gof AS) = f(g(5)= 8(2)=4 (5.4)e gof 


gof=((0,4)(1.4)(5.4)) 
Ejemplo.- Seanf.g: R—R talque: f(x)=x2+2x+3. g0)=x-—5 


Hallar | Cgof AD + (fog XD fog 3) — (gog 2) | 


(fog 2) 


ey 


Solución 


Calculando cada una de las operaciones 
(gofAD = (gfI) =g(60)=1 dado osdh (fogX2) = (f(g(2)) = f(-3) = 6 
(fog(3) = f(g(3)) = É(-2) = 3 : (gog)(2) = g(g(2) = g(-3) = -8 


Ahora reemplazamos en la expresión dada: 


(ES XD + (fog XD) (fog X3)—(g0g MZ) a sa Pi ig (By? die 
(fog KZ) 6 6 2 81 
—3y” j Rede 
Ejemplo.- Sea g(x)= E Tac Ria .  Hallar Lag) + Sat 1) 
x-1 si x<l (gogX-D+ g" (1) 
Solución 
(gog XD = g(g(D) = 8(-2)=—3 
Calculando cada operación se tiene: 4(gogX-D) = g(g(-D) = g(-2)=—3 
g-D=-2,g(D=-2 
r E = —3-4 
Ahora reemplazamos en la expresión: (og XD +28(-1) = pica e =——— = —] 


(gogA-D+8D) 34H27; 3+4 
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Ejemplo.- Si f)=* encontrar dos  funciones g para los cuales 


(fog Xu) = 4x" —12x+9 
Solución 
(fog)0) = f(gU)) = 4x) —12x+9=(2x-37? 
g()=(22-3)º > go) =+(2x-3) 
= g0)=2x-3 , go0)=-21+3 
Ejemplo.- Dadas las funciones f(x)= 3x —-2 síxe <O +00>; g(x)= x sÍxe <35> 
a)  Hallar fog (la función f composición g) 
b)  Hallar gof (la función g composición f) 
Solución 
a) Iro. calculamos eldominiode fog: D,, =(xeD, /xe D, nag()e D,) 
xe D ng(x)eD, 
xe<-35>a x) e<0,0> entonces xe <-3,5> À <-00,0> U <0,00> 


xe <3,0>0U<05> 


2do. Calculando la regla de correspondencia de f o g 
og)0) = Fg0)= [07)=3xº —2 
Por lo tanto: (fogXx)= > 5a para xe <-3,0>U <0,5> 


b) Iro. Calculamos el dominio de go f: D,, =Ixe D, | xe D, A fitx)e D.l 


sof 


xE D, A fíx)e D, 


xe <o> A 3x-2€ <3,5> entonces xe<Ou> A -3<3x-2<5 
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1 q! 7 
xe <Ov> A -1<3x<7 entonces 1a 6Bpnro suettita > xe<0,—> 


2do. Calculando la regla de correspondencia de g of 


(gof0) = 8610) = 8(3x—-2D=(3x-2)" =9xº -12x+4 
Por lotanto: (gofXx)=9x) -12x+4 , para: xe<0,5> 


2x six<0 


Ejemplo.- Hallar fog si f(x)=3x+2,x€E <-0,3>, g(x)= k 
=Sbest 2;] 


Solución 


gi0)=2x si x<0 di - 
£g0)= donde D, = D,, UD,, dominio de la función g 


go(0)=-3x si x21 à 
Ahora calculamos el dominio de f o g 
Da =IXE D, (xe D, AGE D,| =|x€ D, ! re b UD,, ng()E D,) 
=(xe D,, na gyi6)D, JUlxe D.. A ga(x)€ D,] = Dia Das 


(fog, x) si xe D 
Luego: (fogX)=] rir 
(fogaX%) si xe Dj, 
Ahora calculando Dp, y Dypg, 
Dog =(xe Do !xe em ng 0)e D,) 


XE <-00> AZxeE <-00,3> 
XE <-co,0> Axe <-0,3/2> entonces xe <-c,0> porlotanto D sa = <—os,0 > 
Digi =(xe D,, [xe Dj, A go (0) € D,) 


xe [1,0o>A-3xe <co,3> entonces xe [l,o>Axe <-l,c> entonces xe [1,0> 
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DO fun = [1,00 > 


(CogN6) = F(g,09)) = fQx) = 342x)+2 =6x+2 


(fog JO) = fg. 0) = (3) = H-30)+2=-9x+2 


(fogo 6x+2 si xEe<-co,0> 
E: (8) XI = 
" —9x+2si xe [l,o> 
i z x? si x<1 —x si x<2 
Ejemplo.- Hallar (fo gg) si: f(0)=  g0)= 
xs X22 2x six2>24 


Solución 


Veremos el caso cuando las funciones tienen dos reglas de correspondencia. 


fu) pn si xe D, pj si ne D 
Xx)j= 


flw) si xe D ,, go(x) si xe B.. 


el dominio de f o g se obtiene siguiendo el mismo criterio del ejemplo anterior, es decir: 


À) 


ii) 


li) 


iv) 


D, = xe D, !xeD, ngilWED,) 


oi 
XxE<-00,7> A -X E <-co, |> entonces x E<-0,,2> A x E <-1,c0> de donde x e<-1,2> 
D po =tre D, !x€,, ngo0)E fi] 

xe [4,0>A 2xe <-,]> entonces xe [4-0>Axe <-c0,1/2>>xe O 


D, .=WeD,/xeD, ngi(DED,) 


ogl 
xE<-c,2>A-xE [2,> entonces x E<-c0,2> À E <-co,7> de donde x E<-cs,-2] 


Diogo “lxeD, IxeD, ng(DED,)] 


xel4o>A2xe [2,0> entonces xe[4,c>Axe [l,o> de donde x e[4.0> 


Luego de i), iii), iv), la regla de correspondencia es: 
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Chogto= Ate) fitad=*? 
(Log)0) = f(gi0D= ftod= x 


(Log 00) = fo(g20))= 5 (22) =—8x2 , luego 


(fiog)O) . si xe<-l2> di , Si XE<—o,-2] 
(fogo) =(fogiMX) , si xe<-o,-2] + (fogb)= x, si xe<-12> 
(fooga)0) , si xe[ã£o> -8x*, si xe[4,0> 


4.18. PROPIEDADES DE LA COMPOSICIÓN DE FUNCIONES.- 


Consideremos las funciones f, g, h, I (identidad) 


(1) fog+gof noes conmutativa (2) (fog) o h = fo(goh) asociativa 
() (f+ g)oh= (foh)+ (goh) distributiva (4) (fg)oh =(foh)(goh) 
(5) fol=f,lof=f,vtf O ror=i"nmez* 


O) IWºror' =" oIt"=I,nez”, nimpar Jº =III..1 


4.19. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) 


Dada las funciones f = [(2,1),(-2,3),(1,5),(-3,4),(7,8)); g = ((3,-2),(7,2),(03,D,(2,9)) 


Calcularf+ g, f-g, fe. f/g 
Solución 


Calculando el dominio de cada función: D, =(-3-212,1) ; Do = (-3,2,3,7) 


Cao DD; =D, =D; ND, =1-82) 


(F+rek-D)=f-D+g(-3)=4+1=5 (-3,5)e f+g 
(Ff +regD= fO+g(2)=1+4=5 >» Q5)e f+g 
(f+28(D=fMD+2(7)=8+2=10 (l0e f+g 


o f+g=((3,5),(2,5),(7,10)) 
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(f-gX-B)=f(-3)-g(-3)=4-1=3 (-33)e f-—g 
(f-gD)=(0D-g(D=1-4=-3 > (2-3)ef-s 
(f-g(D=FMN-g(M)=8-2=6 (oOef-s 


dc f- E = ((-3,3),(2,-3),(7,6)) 


(Seg) = F(-3D.g(-3) = 4(D=4 (-3,9)e f.g 
(É.eUD) = FO.) =M4)=4 > «(24)€ f.g 
(LEAD = HNEN=82)=16 (Ti6)e f.g 


vtd f E £ = ((-3,4)(2,9),(7,16)) 


Calculando el dominio de f/g:  D,,, = D,ND, -|x/g(x)=0)=[-3, 2d) 


f fc-3) 4 f 
(EXcD=T =" =4 -349)e > 
g o 1 eg” 
Iê fo a le 
>(D)=[— => p= E 
Ui E > lies 
df. fm 8 K 
(Dm=2=>=4 (1,49) À 
g g(7) 2 g 


2 Esu3nab,aM 
g 4 


Sean f=([(1,3).(3,5),(2.4),(4,6)): g = ((4,D,(0,-3),(3,2),(1.0)). Hallar f/g 
Solución 


Calculando el dominio de cada función: D, =(1.234) , D,= (0,1,3,4] 


Calculando el dominio de f/g: D,,, =D; ND, -(x/g0)=0)= [1,3,4) - (1)=(3,4) 


E 5 

(ya = f "2 apel Eds 

; — ova “mes = (34.0) 
pel) Dos (4.6)e £ Ê 

8 g(4) 1 8 
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() Sí FO) ti (9) sã Calculando f + 
X)j= é X)j= a cuiando 
Ec suga O cdi RES 8 
Solución 


Calculando el dominio de cada función: 


Dp=<-e -I>U[-14>; D =<-43>U[30> 


Ahora interceptamos los dominios 4 4 3 4 
= SE E SE SS a 
e— D 


D,.,=D;nD =<4-1>U [-13>0U [3,4> 


Sixe<4-1>, fb)+gQ)=x+4-2x=-x+4 
xe [-1,3>, f0)+gm)=x-3-2x=-x-3 
xe [34 fl) +g(xg)=x-3-4=x—7 

—x+4 si xe<-4,l> 
dedonde (f+gXMxW)=;-x-3 si xe[-13> 
x-7 sixel34> 
(4) Hallar (f + gXx) si f y g están definidas por: 


[xl], si -3<x<1 
» g(x)=) -2 , si l<x<2 


l-2x, si x<2 


|x-1|, silx-ijxi 
3x , silx-lpbil 


ro9=| 


Solución 
k-I|sl> I<x-I<l >» 05x<2 
k-l>1> x-1>1 Vx-1<d > x>2Vx<0 


|x-1|si0<x<2 


Ahora a la función f(x) expresamos así: x)= 
o Zi re Si XE<—0o, 0) >U< 2 + > 
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Dibujando los dominios de cada función en una recta horizontal. 


D,,; =D;ND, =[-30>U[0,1>U[L,Z]U<2Z,o> 

Calculando la suma en cada intervalo 

xe [30 > f()+8g(0)=3x+I|x]] 

xe [0l> > f6)+g0)=]x-1H]|x]) 

xe [1,2] > fO+g0)=]x-1|-2 

xe<Z0o> > fxy)+g(x)=3x+1-2x=x+1 

NOTA.- Se efectúa la operación en sus propias reglas de correspondencia 


3x+[|x|] ,sixe[-30> 
|x-1|+x|), si xe [0,1> 
|x-1|-2 , sixe[1,2] 
x+1 , Si xE<Z,+Ho> 


(Ff + 90)= 


3x+2, si x<0 

(5) St fw)=|x-2|+|x+2], g()= À y HG) = fO) + 8009), 
l-x, six>0 

Dy =[-2.3>. Hallar la gráfica y el rango de H. 


Solución 


Primero definiremos los valores absolutos 
x-2 , si x22 x+2 , si x>-2 
|x-2|= 5 |x+2]= 
Dx Sh XE 2 =X—2 , Si x<-—2 
ES SA Ca = VS Ri ai 


dudy 2 gy &% 
-2 2 
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Ahora definiremos f(x) en cada intervalo 
Six<-2 » )=Q-oM)+(x-2D=-2x 
-Z<x<2, fy)=2-x+x+2=4 
x>2 , fxg)=x-2+x+2=2x 


= ; Si K0=2 
porlotanto f(x)=4 4, si -2<x<2 
2x , si x22 


Ahora calculemos los dominios de cada función 


Dy=[-23>=[-20>0U[0,2>U[23> 
Definiremos a la función H(x) en cada intervalo 
xe [-2,0> > H(x)=4+3x+2=3x+6 

xe [0,2> > H(xy)=4+1-x =5-x 
xe[23> > H(g)=2x+1-x =x+1 

Por lo tanto la función H(x) queda definida por: 


3x+6 si —-2<x<0 
H(x)=45-x si 0O<x<2 
x+1 si 2<x<3 


Graficando la función H(x) se tiene: 





Ry =[0,6> 
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Si se tiene que f(x+2)= x? síxe <-5,5] y g(x—-)D)= x? six €[-2.2]. Calcular f(x) y 


g(x) 
Solución 


Calculando f(x), para esto a +2=y > x=y-2 

Como x e <-5,5] > y-2€ <-5,5] dedonde -5S<y-2<5 >» J<y <7 > ye <3,7] 
Luego f(x+2)=xº > f(y)=(V-2)?, ye <3,7] 

Ahora evaluamos en x: flO)= (= - XE <-3,7) 

Calculando g(x), paraestox—- |l=y => x=y+l 

Comoxe[-2.2] >» y+rle[-22] > 2<y+1I<2>-3<ysl > yef[31] 
Luego g(x-D=xº > g0)=0+D? ,ye [31] 


Ahora veremos enx: g(x)=(x+ 2, xe [3.1] 


2 ' 
xº—-1, si x<0 
Vi-x,six<l k 
gl) =4x ,si O<x<2 
Vx ,«six24 


Calcular (f+g)(x) y (f/gXx), donde f(x) -| 
x+5 ,si x>2 


Solución 
Calculando el dominio de cada función 


D, =<-e JU [4to>, D, = <-s0> uU[0O,2]U<2Z+Ho> 


Ahora calculamos Dy,,, 





——— —s e—» 
LO) 1 2 4 

————o 
>A 


De =D,nD, = <-ce 0>U TO, I]U [4,40 > 
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Calculando f(x) + g(x) en cada intervalo 
Síxe <c0>, fO)+glh)=VI-x+x-1 
xe [0,1], fO)+gl)=Vi-x+x 
xe [4,+0>, f(0)+g0)= Vx+x+5 


digg 4 6 2800 


Sr) = fO+gO)=4NI-x+x s st 0<x<l 
Vx+x+5 0, si x>4 


Ahora calculamos D,,, es decir: 
D,,, =D ND, —(x/ g(x) = 0) = <-s,0> U [0,1] U [4,+00> - [0,-1) 


=<-co, -|>U<-1,0>U<O,I]U [4,+00> 


» Si xEe<-co,-|>U<-lO> 
x «dl 





E O a aii 
8 g(x) x 
x si x24 
x+5 


Calcular (f + g)(x) y (f/gXx) donde 


W=-l, mw x<-2 o 
J -L, si -10<x<2 
fO)=4vl-x , si -2<x<0 ; sons st Xx< 
x , Si 0£x<20 E e O 
Solución 


Calculando el dominio de cada función 


D, = <-c,-2> U[-20>U[0,20>, D, = <-10,2>U [2,.40> 
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Ahora calculamos el D pap 


Maca secaciaaca o us 
es 
—— O 
-10 -2 0 2 20 


D,.; =D ND, =< -10,-2>0[-2,0>0[0,2>0/[2,20> 
Calculando f(x) + g(x) en cada intervalo. 

xe <10,-2>, f)+glh)=x)-1+xº-1=2x2-2 

xe [-20>, f)+g()=Vl-x+2-1 

xe [0,2>, fO)+gw)=x+x? —1 


xe [2,20>, fo)+go)=x+Vx 














24 =0 4 =l0gx<-2 
lex 2€x<0 
Luego se tiene: (f+g)0)=f0)+g(l)= 
3 42e=1 si 0O<x<2 
x+Vx si 2<x<20 
Calculando (f/g)Xx) 
x-1 ; 
nº -1J0<x<2-(-1,1) | si -1I0<x<-2 
X — 
Ni=* SO vefed Tome 10 
f = si-2<x<0O-(-1,1) ; f Ea | 
(—X0)=+* ósea (XD) =1 x. 
5 x : 8 E sixelO1l>Uw<l,2> 
a a x 5] 
X — 
X 
—= sixel2.20> 
E si 2<x<20 Ra 
x 


(9) Dadas las funciones definidas por: 


f = ((0,0)(4,3),(2,4)(-3,2),3,-D) y g=((6,2)(3,4)(2,0)(4,7)). Calcular fog 
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Selución 
Calculando Dp, esdecir: Dpp =|x/xe D, ng(WED,) 
D=( 2, 3, 4, 6 ) 
CR .o 
e(2) eg) g(4) g(6) 
H IH H NH 
0 4 7 2 
Veremos cuales pertenecen al D, 
Seobserva que: Ve D,, 4e D,, 2e D, entonces D,, =(2,3,6) 
Ahora calculamos los elementos de f o g 
(og X2)= f(g(2))= f(0)=0 (2,0)e Dog 
ogXB=fgB)=f(9)=3 > 43,3)€ Dj, 
(og X6) = F(g(6) = F(D=4 (6,4)€ Do 
fog =((2,0),(3,3),(6,9)] 
2, 41 a 
Sean las funciones reales de variable real f(x)= e” ” » gO)= pp 
x-1, x>1 l-x, x>0 


Hallar fog 
Selución 


De acuerdo a los criterios establecidos se tiene: 


papi O o O + x<0 


fitg= =, 25d * go(x)=1-x, x20 
Calculando Dei =[xe [o A gi(x)e D,) 


xe<-c,0>A x? <1 desarrollando xe <s,0>A-l<x<sl > xe [-[1,0> 


(hog)) = filg0D=f0)=x"+2, xe [-1,0> 
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Calculando Daio =(x/xe D,,A go(x)€ D , ) 
xe [0,+00> Al-xe <-c.1] entonces xe [0+0> À O<x<o > xe [0,+0> 
(Fog )0) = flga0D=AA-x)=1-x+2=3-x 
Calculando D,.., =(x/xe D,Agilde D,) 
xe<-co0)> A x? e<lro> 
xe <co0)> Axe <-o,-|I>U<l,to>=<-c,-|> => x€ <-co,-|> 
(og )0) = fa(g 09) = fo (x?) = 22 —1 
Calculando Dia =(x/xe D,,A ga(x)€ D,) 
xe [0,+0> Al-xe <lto> entonces xe [0,+0> Axe <-o,0> >» q 


x2-1 si x<-1 
(fog)o)=|x?+2 si xe[-10> 
3-x si xe[0,+0> 


, —os,| 2. 
(17) Dadas las funciones: fO)= dai ] g()= x -8,x<0 
—l, xe<l+o > [lx] , x>0 
Calcular (fo gx) 
Solución 
f= AQ) =x, xe<-c, 1] die gi(W)=x2-8 s vi 
fQ)=-1, xe<lto> go()=[lx]] si x>0 


D jog E D, ia D,, = D por da D pos, 


08 082 
Dia =(x/xe De Agi) D,) 


x<0 A x? -8€< —o,1] =» x<0A -o<x?<9 


> x<0A(-co<x A xº<9) > x<0 A(RA3<x<3) 
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> x<0 A -3<x<3 > xe [-3,0> 
Chog)= fgOD= fl? -8)=x"-8 
(fog)w)=x2-8, xe [-3,0> 
Dog, =Ix/x€ Dg A ga(DED,) 
x20 A Ixlle<-ol] > x20 A co<T|xi<i 


> x>20 A c<x<2 5 xe [0,2> 


Chog 0) = fig 0D= fxD==]) 
(fog)0)=[lx|], x e [0,2> 
Deo =Ix/xe DA g(MED,) 
x<0 A xº-Be<lto> => x<0 A 9<x?<oo 
x<0 A (9< x? A x? < +) > x<0 A(x<3Vx>3)> xe<-0,-3> 
og )09) = falg0)= fole? -8B=-1 
(fog (0)=-1, x E <-00,3> 
Dog “Ixlxe DçA gol) D,) 
x>20 A Ilx|e<lto> > x20 A I<ljx|]<+o 
>» x>20 AZ<x<co > xe [2,40> 
(fog) = fa(g200)= faClx|D=-1, xe [2tos> 


(Log;)0O)=-1, xe [2,+0> 


x2-8 si xe[-30> 
(foto) =4x|] si xe[0,2> 
—1 si xE<—,-3>Lj2Z,to > 
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Si f0)= x? y (fog0)= 4x? —12x+9 encontrar dos funciones £g0). 


Selución 
(fog)0) = f(g09) = 4x] -12x+9 
g (1)=(2x-3)º > p(x) =t(2x-3) + g0)=2x-3, go(0)=-2x+3 
Sí ftx-1D)=x-2 y (gofXx+2)=2x? -x. Calcular g(x) 
Solución 
fx-D=x-2 > f6)=x-1 
(gofAx+7)=2xº-x => (gf))=2Ux-2) -(x—2) =2xº - 9x +10 
(gofXx)=2x? -9x+10 dedonde g(f(x))=2x? -9x+10 
glx-D)=2x]-9x+H0 > gu)=Ux+)? Mx +D+0 =2xº -Sx +3 


Si fO)=x?+2 y g()=x+a. determinar el valor de a de modo que 


(fogX3)=(gofHa- 1). 
Solución 


(fog XY) = fg) =fO+ra)=(3+a)2+2 =a? +6a+11 «e. (1) 
(gofXa-1) = g(F(a-1) = g((a-1)? +2) 


=g(a?-20+3)=a?-20+3+a=a?-a+3 e, 
: 2 2 8 
Igualando (1) y (2) se tiene: a“ +6a+ll=aC-a+3 > ad 


Si H(x)=cos2x y f(x)=sen x encuentre una función g tal que H(x) = (g o Dx) 


Solución 
HG) = (g o fx) = g(f(x)) = cos 2x 


g(sen x) = cos? x-sen? x =1-2sen? x DE g()=1-2x" 
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4.20. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Calcular f+g, fg. fig, donde = ((12,3,9)(2,5)44,1)); g=[3,-D(2,D.(1,0/(0,2)) 
Calcularf+g.fg ,f/g, donde  f=((-3,2),(0,0),(2,4),(3,-1)(4,3)). 

g = ((2,0),(3,4),(4,7),(6,2)) 
Si f=((1,3),(2,6)(4,8)(6,2)) y g=((1,2),02-D/(0,1,(4,5).(7.0)) 
Hallarf+g,f-g.fe, fig 
Si f=((1,4),(2,5).(3,6)(4,-6),(5,-5)) y g = ((0,8),(1,3),(2,0),(3,7),(4,0),(5,10)) 
Calcular f+ g,f-g.fe,f/g 
Sean f = ((2.8)(8,4)(6,9(4,7,(.60)(1,59)) y 2 = ((7,1,(3,2)(5,5),(10,5),(1,3)) 
Hallarf+g,f-g. fg, fig 
Sean f=((4,1)(6,5),(5,4)(8,3)(9,2),) y g=((8,-5)(2,2)(5,-4)) 


Calcular f+g,f-pg, fe, fg 


QG& 00020 2a 


Calcular f + g, f.g . f/g de las funciones 


fo 2x+1,x21 () 3x+1,x<8 
a Du ' x)= 
x 6 3x*,x>10 


7 ,x<i0 3x—-1, |x-Ikil 
b = E = 
em ag sm | x, x>3 

2 ; 1 Vx+1 0, x>2- 
O fo)=4 E 2, gw= ' 

|x-I|si x<l x -1 , x<-l 


d) 


x? si xe [-10,-7> 2 4x ui xe hai 
flO)=42x si xe[-40> , g(lx)=,—-x+3 » si xe<-—4,0] 
2x? 


-2 si xe<08> x +2 si xe<03] 
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2x-1, xe[Ol> 3x , xe<-14]] 
ii reo= (o + REIS Í soo= [o , xe<1,4] 
' -1,3 — 
É roo=[ xe[-13> | Es x e efl,4> 
—2x+3 , xe [3,6] [|x|] « xe[5,7> 
e E < -1, 0<x<3 
g) roo=[ mes co= É 
x : x>2 x+1 3 x<0 


8) 
-1, x<0 
Nl-x , x<l y e 


5 0) =4x , 0<x<2 
Vx ,» x24 E 


Hallar (f+g)60) y (f/ gl) st fO)= | 
x+5 ,x>2 


Hallar (f + g)(x) , donde: 


[|x-1|], xe<-4,-1] 5, xe<-3-1> 
fe)=4x|+1, xe [0,2] - gO)=4-2, xe<0,2> 
|x-2]+3, xe<-10>U<23] -3 , xe [-1,0>0U123> 


4x+[|x]] , xe<-30> 


Dadas las funciones definidas por: f(0)= 
ia |x2+1]-3 , xe<1,6> 


—x|]- a —4,-1 
oo NA « des I Hallar (f + gAx) y graficar 


|x-3] , xe<0,2] 


|x] , xe[l-5-1) [|x-2|], xe [03> 
Hallar (f/; donde: = = 
allar (f/g)(x) donde: f(x) Pá É aerial (0) E | xe B6 
Hallar (f + g)Xx) y graficar donde 
[|x-1|] , xe<-4-1] 7, xe[-3-1> 
fe)=4x|l+1 , xe [0,2] » g0)=41 ,xe[0,2> 
|x-2]+3, xe<-10>0U<23] -2, xe [-10> 042,3] 


: 80) , xe<-1,2> ho) , xe<—s —l> 
Halle D,,; NRy,g Si FO)= +» 80)= 


x +2, xe[2,0> 2x-1, xe<2,+00> 


Rpta. <9,+00> 
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(a) 


Dado las funciones f(x)=2x—-3, -(I<x<3:; 


Dadas las funciones: f(x)= 


(5) 


gi lx=1|-2||xº-2x, -1<x<2 
|x-4] , 2€<x<9 


Hallar (f + g)(x) y graficar donde 





o |H|x2-1]-3 xe [-2,2] 
fO)= = 

E á xe<2,4> 

x-1 


go) =||x-2]-|x]l , Ixl<t; 


Hallar (f + gx), (f-gXx) , (f.g)x) donde 
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g0)=x-[|x|] , xe R, hallar (Êxo) 
& 





- Hallar (f+ g)(x) y graficar 


“tl 42 
soo=[ 5 . aet 


—2 5 DU 


Dada las funciones f(x) =2x-[|2x+[| x ||], - <x<l 


Hallar (£ + g)(x) 





tg 3x+1 | cello ee 2Jx-1 , xe[0,3> 
“Is , xectg) * Fes , xe<3sJul68> 
Hallar (2f — 4g)(x) , donde 
[xP], xe<-11> LES. reco» 
roo= (ll 3! Í 14> RM 1 o 1 
— X— 
dad ISIS + xet10> 
Calcular (f + g) (x), (f.p) (x), (f/g) (x) y graficar donde 
2x-—1, xe [0,2] 
= E = 5 D = 1,4 
a) fl) E ita a A E Vx , =[1,4] 
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x x<l —X , x<-2 
b) FfO)=43x I<cx<3, gQ)=41 , 2<x<3 
cosx, x>3 34 , x<6 


VxX 16 . x>4 


“4, x<3 
" rossi [a*=B*, x< goo= [5022 
d) fO= | 


= «-Ségcal x x<0 
» 80)= 


A x>0 sen x, 0O<x<a 


x+3 si xe [4,0] 2x-4 , xe [-3,2] 
e) fl) » g0)= 
3x+2 si xe<0,5> 2-x |, xe<28> 
—2 - xe[2.4> A , xe [l8> 
à room), Vx eli ze 
x? —l4x +48 á xe [6,10> [2x-10], xe [812> 
2 A = +2. x>2-2 
à se +, xe [-6,0] dERIE x x 
, xe [L,6> 1 ,x<o2 
x-1 Ilsig3-»|] , xe [0,6] x-2| , xe<-83> 
b) Si fog=l! [sig p gel! ! 
É , xe<610> x|x-2|, xe<38] 





EE Ne ” 
poo-| x -2x si lx-l|>1 o |x o! 


x -4x-4 sig (1x]-3), xe [0,2] Era 


, si xe [5,10> 
x-—1 


Vx +16 , xe<-4,-2> 
» SS fo=llrllno sel-l2Z> 


2x+4 , xe<-3-1> 
» 86x) 
| +2] , xe<4,6> 


q |x?-2], xe[-15> 


(61) Determinar fog , cuando f= ((1.3)(2.4)/3.5)(4.6)) y g= [(4.1)(1,2)(6.3)(0,-2)) 
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O 000 O 


O 


O O OBO 


Determinar fog , gof , cuando: f = [(0,1),(1,2),(2.3),(4,3),(5.2)) 
g = ((6,7)(5,4).(4,3),02,4),(1,4),(0,7)) 


Hallar gof sí: f=((2.5)(3,4)(6,2).(5,0)(1,7)) y g=((4,8)(5,3),(0,9),(2,2),(7,4)) 


Haliar gof sí: f=((2,)5,DG3.9)(8D) y g=((1,2)(2,3)(4,5),(6,7)) 


3x—-2 .xel-d4> 


” retal g0O)= x? +1. Hallar (fog)(x) 


Sí roo=| 


Consideremos las funciones reales de variable real 


a +2, x<l 
gq)=1" ii » fO)= a re Hallar fog 
, x=1, Med 


Sean las funciones f y g definidas por: 


Ande x-Sx , x<-2 perna 2x-4 , x>-2 
[x=0|=2» , x2=2; x? +3x, x<-2 


dt) 


Hallar: f(0) + g(0) , HD) F(-3) , (fog)-2) , 
8(-1) 


» (go(3) , (gog)-3/2) 


E 2 -x+1), xE<—s,—2> 
Hallar fog sí f(x)=2xº +1 ,x e <-2,20>, g(0)= 
2x , xE<6,0> 


2x , XxS0 


Hallar fog sí f(x)=3x+2, D, =<-03>, = 
allar fog sí f(x) = 3x + é di 860) Eos tah 


E E 2x-1 ., x<- à cando As 0) 
Determinar gof si, fO)= a +» gWs= 
x E 


2 x22 2x, 8>0 
o à —1 
Ne 2 Sebdl 
Hallar fog sí, fO)=4-1, Il<x<2 , gO)= 
ls x22 


ll 4 ma 


Hallar fi y f , dond ) = ' ; ( ) = J 
, X X 
aliar iog y gol , donde, fix x + TES 3,5] É 
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st Hw)=VX-2x+3 y (Hof)ç)=«Álx|+3 . Calcular f(x) 


“1, x<3 
Calcular (f o g)(x) , donde f(x) = | p | a SEDE | ;, x24 


x +41 + JR 


; x + x<0 
Calcular fo gy graficar sí: g(x)= e ! » fO)=Vx+1 , -I<x<2 
a xº-1, x20 
2x-5 ,x <2 22x, x<l 
Calcular fo g, donde, g()= » ” +» 8g0)= ái E” 
-x-2,x 22 es » x21 


st f0)=V2x-Iy g()=2x2-7 . Hallar la función h talquefoh=g 


Dadas las funciones f(x)=2x-[|2x+[|2x|]|), 8x 
go)=|x+2]-|x|, |x|<1.Hallar fog,gof 


Sean flO)=2x-1, g(x)= 4x 3x .x€E R,probarque fog=gof 


Sif(x+1)=3x+1 ,g(x)=2x-3, hallar(fo g)x + 1) 


Sean f(x) x <l fi -x,X<2 adm A 
an x)J= E TE . age 

= 126 R 2x. x>24 B 
Hallar fog y gof si existen , donde 
flo) E o id (1) [7 . xe[lOl> 

nai [A É) 8 X)j= 
/ 2 
[ef] + me<12> x-1, xe[l3> 


Hallar fogoh)x)si fO)=x"+2x+1, gw=x-2, h()=x—3 


Sean f(x)=ax+2, g(x)=x-6, a£0, bz0 sifog=gof hallar b(a-l) 
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65) 


(6) 


O 


OO COCO O 


O 


Sean f()= Vx+l , —l<x<3 PE ax D=2]al. si V2<x50 
x/2 , 4<x<6 x [|x-3|+2 , si 2<x<4 


Hallar fog si existe 


|x]-2 
[—— |], xe<-Ll> 
Dadas las funciones f y g definidas por: f(0)= 5% 
na o SET], 2> 
2 
—— el-2,-l> 
gW)=4x-1 ze! . Calcular (fogXx) y (gofx) 
l-x |, xe<0,6> 


x . xe [-3,0] 


», g(x)=x-15, xe <-10,9] 
x? , xe<0,5] so) 


Determinar gof sí f(x)= | 


[lx-4|], x>0 
Sean fQ)=[|x|]l y g()= a a Hallar: A()= 


bo sedes 


(fog?) , x<0 
(gofANVx), x>0 


SiF(x)=ctgx y g(x)=cosecx encontrar una función f tal que F(x) = (fog)Xx) 
Si (gofkx+9)=2xº-x y f(x-1)=x-2 Calcular g(x). 

Si (fogx-D= xº-2x y g()=x+3 Determinar f(x). 

Dadas las funciones fg: R—— R, definidas por: 

fQx+3)=4x+1 y g(l)= x? +3. Determinar (fo HC) y (go lx) 


SíF(x)=(l —-cos2x)secx y f(x)=senx. Hallar una función g tal que F(x) = (gof)Xx) 


Si FO)=cos? xy fl)= l — » hallar una función g tal que F(x) = (fog)Xx) 
+ x" 





SiF(x)=sen2x y g(x)=cosx, encontrar una función f tal que F(x) = (fog)(x) 


O, x<0 1, x<0 
Determinar gof sí, f(x)= x2, xelOI , g(0)=42x, xe TO] 
O , x>] 1 s;x>] 


O JO O |: 
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+ hallar (gof)(x) 


Bs 
Si fO)y=4x-xº, 0<x<7, g(x)= XE =64 4. XS0 
x+êr | pur >2 


Si(goD=x+2, fQ)=x"+6x? +12x+8, hallar g(x). 


Dadas las funciones f(x)=| x? -1| y gO)=V9- x? . Determinar (gof)x) 


si fO) [Ix-1|), 0<x<3 = gd A ; 
1 x) = x)=-——— ., determinar go 
Mia. 68 * PO ql à 


2x-1l, —4<x<4á 


ES a 
Ho, medo. EPA 


Hallar fog, siendo f(x)= | 


Si g(2-x)=vVx-—1 y (gofx)=2x- 1, hallar f(x) 


2x+1 , si x es par : 
Sí f0)=12x Ill ti, 


«si x es impar , g0)= . Hallar gof si es que existe. 


0 . six noes entero [x = 


Sean las funciones fy g definidas por: 


|x+6] 


E + Si x<-2 DD , si xe<-4,-1l> 
fO)=4 1-x siglas lz+4213 
(x+2), si xe[-2,-1) [5-x-2 , si xee-15> 


Hallar las funciones (fog)x) y (gof)x) 


Sean las funciones f y g definidas en R, tales que: 


x+2 1 Sl Em 2 
f0) -| g() [ por 


= +43 y Rd nes ; q 
Hallar las funciones (fog)(x), (gof)(x) 


2 ; ES DS 
Sean las funciones f(x)= pt SE » g0)= x . Hallar gof 
=, >? 2x , x>4 
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Hallar gof, si f y g son funciones reales, tales que: 


fui 3º 41 papel (9 x-l, x<2 
Xj= JJ 
-%º, x>4 » 2H Wes 


Sean las funciones fy g definidas por: 


x2-3x si x<3 x=1, MEL 
fo)=3 Y mo . Hallar fog y su rango 
—xº+3 si x>3 2. x24 


Sean las funciones f y g definida por: 


' 

“+1, x<l 2. 

fo9=4* RR e e 
-x2., x>4 O , xe<47> 


Dada las funciones f y g definidas por: 


2 2 
roo=fE +1, x<l : soo=[ e , xe [0,4] 


-xº , x24 | XE<4,7> 


(1) Dadas las funciones fy g definidas en R por: 


sigJx-4)) si |x|<3 


f0)= | 


x+6 
3 


*+10x421 si |x-3]>6 











| si xe<39> y g(W)=3, xe <oo,9> 


Construir la gráfica de f + g, indicando explicitamente su rango. 


2 

+1, x<y3 dl 2. ; = 

(2) Hallar fog, siendo f(x)= á " y g0)= o a Ai aee RO 
x » X293 [x|] si x(x—2)<0 


x si xE<-00, |] —4 , xe T0,4] 


x 
Hallar fog, siendo: = x)= 
(13) allar fog, siendo: f(x) E cd iuetiddos y 86) tdo; 1 
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2x+1), -I<x<-l 


Za 
Hallar fog siendo: fO)=4 1, -I<x<l y so | ; 4, xe [0,4] 


| , XE<4,7> 
— , x2l 
X 





Dadas las funciones f(x)= : = y g(x)=1 —x determinar los dominios de las 


fx 
composiciones fog y gof. 


Si g(2-x)=Vx-1 y (go flx)=2x-— 1, Hallar la función f(x) 





e — y g(x)=1-x, determinar los dominios de las 


Dadas las funciones f(x)= 
I 
composiciones fog y gof y sus reglas correspondientes. 


2x+1, —I<x<-l 


-—1, x<0 


Hallar (fog)() sí: fO)=4 1, -I<x<l +» 80)= 
3x+2, x>0 


l 


—, x21 
x 


2 
Si fo)=VxX-16 y ss Hallar (fog)(x) 
x 


x 43x, si x<3 3-x, si x<l 


Sean las funciones f y g definidas por: f(x) -| 5 E pé 
=X SE X 


e09=| 


-x2+43, si x>3 
Hallar (fog)(x). 


|, x€<-2,2> [|x-1|), xe10,1> 
» 8(X -| 


l 
SifO)=4,x-2 - Hallar (fog)(x) si es que existe 
Vx? —1, xe[l,3> 


[2X +3|, xe<2,3> 
Si fO)=xº]+2x+2, hallar la función g(x) tal que (fog) = x? —4x+5 


x. xE<-—o,1] ( di -8, x<0 


Hallar (fogXx) sí f(x)= E eine g(x h ent; O 
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di FO Ed ú EO do 9 
X)= e 
Isa. ws3 * Prog osoendos deUla 





px|=2 
[| |, xe<-11> 
Sean f y g dos funciones, tales que:  fO)=, 3-x ; 


Vx?+2x, xe [1,2> 


» xe[-2,-1> 


g0)=4 x—1 - Hallar fog, si es que existe. 


|x-1|, xe<0,3> 


Si H()=Vx)-2x+3 y (HoF)x)= II x|]+3 calcular F(x) 
-1, xe TO 3 = 
Dados f(x)= E Asa g0)= j gesto . Hallar 


x +1, xe<-0,0>U<L to > 2x+[| x|Ixº, xe [3,4] 


(fogXx) si es que existe. 


Halle el complemento del dominio de (fo gx), donde f(x)= gel », XE <6,13>; 


glwW)=x2-6x+6, xec4 > Rpta. <-m 6JUES tes > 


; x , xe [5,9> 
Si f(x)= », 8(x)=x+5, xe [1,12]. Halle (fo gx). 
Vx, xe [10,16> 


(+57, xe[l4> 


Vx+5 , xe[5.ll> 


4.21. FUNCIONES: INYECTIVAS, SURYECTIVAS Y BIYECTIVAS.- 


a) FUNCIÓN INYECTIVA.- 


Rpta. Gowco=| 


La función f. A — B es inyectiva (univalente) si a cada elemento del rango le 
corresponde un único elemento en el dominio, es decir, si existen dos elementos 


x,,X2 € D, distintos x, * x, cuyas imágenes son distintas f(x) * f(x,) lo que 


es equivalente a decir: 
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Si m,x2€D, : fO)=f(x) > x =x, que es la forma más práctica para 
determinar si una función es inyectiva. 


A f B A f B 
ss = 
DD 


f función inyectiva f no es inyectiva 


Ejemplo.- 


OBSERVACIÓN.- Si la función f(x) tiene varias reglas de correspondencia es decir: 


nO) , xeD, 
LO). xe D,, 


fo)=+. 
filtx) , xe D,, 
diremos que es inyectiva si y solo si cada función fj, fa, ..., f, deben ser inyectivas y 


además R, NR, =0 Viz) 


Ejemplo.- Determinar que la función f(x) = 5x + 3 es inyectiva. 
Solución 
fes inyectivas” flm)=fU)> x=x 
fOD)=fOD)> 5x,+3=5x,+43 > mw =X 
“ f(x)=5x+3 es inyectiva 


OBSERVACIÓN.- En forma gráfica se puede determinar si una función es inyectiva o 

no, para esto tracemos una recta paralela al eje X, si dicha recta 
corta a la gráfica en dos partes o más, entonces la función f no es inyectiva y si corta en 
un sólo punto, entonces la función f es inyectiva. 


Ejemplo.- Si f(x)= j y g(x)= x 
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f no es función inyectiva g es inyectiva 
b) FUNCIÓN SURYECTIVA.- 


La función f. AB, es suryectiva (o sobre) si y sólosi, Vye B,existex e 
A tal que y = f(x); esto quiere decir que todo elemento de B es imagen por lo menos 
de un elemento de A es decir que f: A > Bes suryectivasi R, = B 


f 





Ejemplo.- La función f: [0,00> — [0,0> tal que f()= Jx es suryectiva puesto que 
Rpe [0, co > 
Ejemplo.- Determinar si la función f(x) = 3x + 5 es suryectiva. 
Solución 
Como f:R > R/f(x)=3x+5 


y-5 
3 


y = 3x+5 despejamos x es decir x = é - 








LugoVye R, dx= 


Tal que fO)=f EE* = 2) +5=y entonces f es suryectiva. 


co) FUNCIÓN BIYECTIVA.- 


La función f' A — B se llama función biyectiva, si la función f es inyectiva y 


suryectiva simultâneamente. 
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Ejemplo.- Determinar si la función f: [0,2> > <--c,0] tal que f(x)= 





X E . 
Z es biyectiva. 


iD  Veremossifes inyectiva, es decir: f(x)=ftx) => x=x 








> XxXM-2x=XX-2% 


-2x,=-2x, => x, =X, porlo tanto fes inyectiva. 


ii) Ahora veremos si f es suryectiva, para esto es suficiente ver si el rango de f coincide 
con el conjunto de llegada. 





po É o vs e2E 
x=2 y-1 y-1 
22 so 4 04 eae pato 
y— e vel vd 
ne re Re E A N E Dia A 
0 1 1 


y € <-o,0], luego R f =< —oo,()] entonces f es suryectiva. 


Como f es inyectiva y suryectiva entonces f es biyectiva. 


4.22. FUNCIONES CRECIENTES, DECRECIENTES Y MONÓTONAS.- 


a) FUNCIÓN CRECIENTE.- 


La función f se Ilama creciente si para todo x,,x, € D, se tiene: 


mn <x, > flm)<flO) 
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b) FUNCIÓN DECRECIENTE.- 


La función f se llama decreciente si para todo par x,,x, € D, se tiene: 


X<x > f0O)>f(x) 





ce) FUNCIÓN MONÓTONA.- 
La función f se lama monótona si la función f es creciente o decreciente 


d) TEOREMA.- Si una función f es creciente, entonces f es inyectiva (univalente). 


Demostración 


Sean x,,x)€ D, , talesque x, * x,, de donde se tiene x, < x, 6 x) <% 


Si x, <x, entonces f(x,)< f(x,) por ser f creciente 
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Si x, <x, entonces f(x,)< f(x) por ser f creciente 
Por lo tanto en ambos casos se tiene f(x,)* f(x,) es decir, si x, *x, entonces 


f (O) * f(x,). Luego la función fes inyectiva. 


e) TEOREMA.- Si una función es decreciente, entonces f es inyectiva (univalente). 
Demostración 


La demostración se hace en forma similar al teorema anterior. 


4.23 CÁLCULO DE RANGOS DE FUNCIONES INYECTIVAS 
MONOTONAS.- 


Cuando las funciones dadas son inyectivas su rango se encuentra en forma muy práctica 
de la siguiente manera: 


Sea la función inyectiva cuyo D, =[a,b] entonces se tiene: 
Si fes creciente se tiene: R, =[ (a). f(b)): Fig (a) 


Si fes decreciente se tiene: R, =[ f(b), f(a)]; Fig(b) 





Ejemplo.- Calcular el rango de f(x)= x para x € [-2,2). 
Solución 


f es inyectiva y creciente entonces R, =[f(-2), (| > R, =[-88] 
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4.24 FUNCIÓN INVERSA.- 


a) 


b) 


DEFINICIÓN.- Consideremos la función: f=lxf0W)/xe D f] con dominio 
D, y rango R, entonces diremos que existe la función inversa 


de f.siy sólo si. fes inyectiva. 


A la función inversa de f denotaremos por f* 6 f”!, la cuál es definida en la forma 


P=(S0),m/xeD,) 


donde: D,=R, y Rp=D, 


siguiente: 


Ejemplo.- Consideremos una función inyectiva f=[(1,3),(2,5)(4,7),(6,9).(8,11)) 
entonces la función inversa de fes: f*=((3,1).(5,2),(7,4). (9,6), (11,8)) 

donde D,.=(3,5,79,11)=R, y Rp= (L2,4,6,8] = D, 

GRÁFICO DE LA FUNCIÓN INVERSA.- 


Consideremos una función f y su inversa f*, el gráfico de la función inversa f* 


es simétrica a la funcion f con respecto a la función identidad x) =x por tal motivo 


dicho gráfico se obtiene por reflexión con respecto a la recta Kx)=x. 
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e) PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LAS FUNCIONES INVERSAS.- 


Sí f: AB es una función inyectiva y f *: B>A es la función inversa de f entonces: 









fHSO)=x , VxeD, 
FS *)= x - Vxe De 


d) CÁLCULO DE LA FUNCIÓN INVERSA.- 
Sea f: A-sB una función inyectiva, entonces a la función inversa f*:B>A se 
puede hallar resolviendo la ecuación | f(f*G)=x v fHfQ)=x 

Ejemplo.- Hallar la inversa de la función f(x) = 7x + 3 


Solución 
x-3 
ff*e)=x > 1f*0)+3=x “e Aa 
También la inversa de una función inyectiva se puede obtener en la forma siguiente: 
Ejemplo.- Hallar la inversa de la función f(x)=5x-3 síxe[0,5] 


Solución 


Comoy =f(x)=>y=5x-3,xe [0,5] 


Relaciones y Funciones 441 


2 xe(o5 





Ê ; + 
Primeramente se despeja x: x= a 5 


Luego se determina la variación de y 


xe 0,3 = ostss =» 0<y+3<25 


-3<y<2 => ye [-3,22] 


x= e + y €[-3, 22]. ahora permutaremos x por y es decir: 


= ;x€ [-3,22]. Porlo tanto p)= 25 xe [-3,22] 


4.25. FUNCIÓN INVERSA DE UNA COMPOSICIÓN.- 


Si dos funciones f y g son inyectivas y la función composición f o g existen entonces la 
función f o g es inyectiva por lo tanto tiene inversa (f o g)* en este caso tiene la siguiente 
propiedad. (fo g)*=g*o f* 


4.26. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) Determinar si la función es inyectiva f(X)= él, Ltx — 
3x +2x 
Solución 
Simplificado 3x”? 4 2x!/2 = Jx(3x+ 2) de aquí se tiene que x>0 > |x|=x entonces 


ie 2|xj+x+2 d+ dll, 
302 42x; Vlx(3x+2) x 
debemos probar que f(a) = f(b) = a=b con lo cual se determina que es inyectiva. 


f)=fb) > = a=b. Porlo tanto fes inyectiva. 
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(2) Demostrar que f es inyectiva donde f(x)=5", VxE R. 


Solución 


Debemos probar que: f(a)=f(b) > a=b 
fd= tb > SEM => vEb 


Por lo tanto f es inyectiva. 


) Dada la función f(x)=x+ VX+7,xe [-3,3]. demostrar que f es inyectiva. 
Solución 


Probaremos que f(a)=f(b) =» a=b 
fao=fb) > atlas =b+Vb+7 
a-b= 4247 — alada , elevando al cuadrado: 
(a-b2 =(Nb2 47-02 +77 
ab+7 =V02+7 vb? 47 , elevando al cuadrado: 
a?b? +14ab+49=aºb? +70? +7b? +49 
a? -2ab+b? =0 => (a-b)?=0 >a=b “. fes inyectiva 


(4) La función f: R >[0,+> definida por f(x) = 5x2. «Esf suryectiva? 
Solución 


Debemos de comprobar que: VyelO,+o>, xe Rtal que f(x)=y 


pero como y = 5x? > x=+ y/5 , entonces: 


Ix=+ y/5 ,y €[0,c>tal que fO)= f(ev/5) =5(ty/x) = 


fO) =y = fes suryectiva. 
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(5) Determinar si la función f(x)=x+1-[|x|],xe Res inyectiva. 


Solución 
Definimos el ||x |], V xe R 


lixll=k & ksx<k+1,ke Z. Luegola función f(x) queda definida 


x+3 . xef-2-1> 


fO)=4,x+2 », xe[-1,0> 
x+1 » xefOI> 


Luego la función f(x) es la unión de una familia de funciones lineales donde cada una de 
las cuales es inyectiva, es decir: 


fO)=x+1-[|x|] => fo)=x+1-k 
Probaremos que si f(la)=f(b)=>a=b 
Hy)=f(b) > a+l-k=b+1l-k > a=b 


Por lo tanto cada función f(x) sea inyectiva falta ver que la intersección de los rangos de 
dos en dos es el vacio. 


frO)=x+1-k 
xelkk+> >» k<x<k+ > k+rl<x+I<k+2 =>» I<x+i-k<2 


I<f(W<2 + ye[l2>> R, =[12> 


() $f0)=[1,2>*6. por lo tanto f(x) no es inyectiva. 


k=] 
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Determinar sí la función f: <-4,3] —» [-9,13> definida por f(x) = -2x + 1 es biyectiva. 
Solución 


Veremos si fes inyectiva, es decir: f(x)=f(x)) > x =x 


“2x, +l=-2x, +] >» x,=x,. Porlo tanto fes inyectiva. 


flWp)=-2x +1 
fQ)=-2x,+1 


Ahora veremos si f es suryectiva, es decir: R, =[-9,13> 


Como y=-2x+1I = x=Leca3] 


secs > B<l-ys6 > 9<-ys5 > 5<y<9 


R, =[-5,9>=[-9,13>, por lo tanto f no es suryectiva, 
Luego la función f no es biyectiva. 


Determinar el dominio de la función fQ=x" -6x+8 para que la función f sea 
inyectiva. 


Solución 


El dominio de una función cuadrática 
para que sea inyectiva se determina 
completando cuadrado es decir: 


fl)=x?-6x+8=(x-3)*-1 que es 
una parábola con vértice en el punto 


(3,-1) por lo tanto f es inyectiva si 





D, =[3+º> opara D, = < —o0,3] 


Si existe fo g, donde f y g son inyectivas. Demostrar que f o g es inyectiva. 


Demostración 
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Como fy g son inyectivas, entonces: | 


FO) = fl) sm Ingo “AD 
205)= f04) 


X =X BRT (?) 
Probaremos que f o g es inyectiva, es decir: 
Cogkx)=(oglx) => xw=x 
(foge )=(fogkx) => fg04)= fg) 
=> g(x))=g(x,), porser finyectiva. 
=  Xj =X, porser g inyectiva. 
Como (fogXx;)=(fogXx,)) => x, =x, entonces fo g es también inyectiva. 
Si f!R— B es una función suryectiva. Tal que f(x) = |x — 3 - x, Hallar el conjunto B. 
Solución 


x-3, x23 


Se conoce que |x-3|]= 
3-x, x<3 


—3 , x>3 


Luego a la función f expresaremos así: x) = 
; Ê dai nã ici 


Donde D (=< —os,3> U [3,+c >, ahora calculamos el rango 


Six<3 >» y=f(0)=3-2x > x=Íes > y>3 > yE<3+o> 
Si x23 = y=f00)=-3 >» y=3 

Rp=<3,+0>U [-3])=[-3,+00 > 

Por lo tanto la función f es suryectiva cuando: B=[-3,+0> 


Silla función f es creciente en todo su dominio demostrar que f es inyectiva. 


Solución 
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Aplicaremos la definición siguiente de función inyectiva f es inyectiva, si x; £X, 


implica que f(x)* f(x), Vx,meD, 


Como x*x, = x<x, Vx,;<x pero f es creciente entonces: 


FOD)<F(a) V flx,)< f(x) de donde f(x) f(x) porlo tanto f es inyectiva. 


se + Si xE<4,to> 
Demostrar que la función f es inyectiva, donde: f(x)= Jx 


Solución 


á a 2 à : 
Primero veremos si f()=—= y f,0)= -x? son inyectivas. 


x 


2 


Ea 


2 
VineD, > fo) fg) > 
1 Ja 

Por lo tanto f;(x) es inyectiva. 
VÍmeD, = fi(x)= f(x) > == > m=% 


Porlo tanto f,(x) es inyectiva. 


Ahora veremos que R, AR, =4 


2 4 
Para xe <4t0> > y=—"= 5 x=— 


Jx y 
4 4 2 
= e€<4to> =» —>4 >» y <l >» y€ <0,1> = Rp=<Ol> 
j BA 


va 


para x <0 > y=-xº => x=-/-y<0 >» J-»>0 > -y>0 > y<0 


R,, =<-o, 0> 
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R, A Ry, =<01>nA<-00>=4 


Por lo tanto es inyectiva. 





V=o + X€0 


“5X +7x-3 , x>0 


(12) Determinar si es inyectiva la siguiente función f(x)= | 
Solución 
La función f(x)= o , X<0,es inyectiva. 
La función f,0)= -5x2 +7x-3, x>0Onoes inyectiva. Por lo tanto la función no es 


inyectiva. 


À É aa : him 2x+1,, x<0O 
(13) Hallar la inversa f” (x) si existe, de la función f definida por: f(w)= , 
xº+1, x>0 


Solución 


Graficando a la función f(x) se tiene: Six<0O => R,, =<-ve 1] 





x>0> R Ee 1+o > además cada función f(x) 
y=t69) y f(x) son inyectivas, y como R, NR, =4 


entonces f(x) es inyectiva. 


Por lo tanto existe la inversa de f(x). Ahora 
calculamos la inversa de f(x) 


Si x<0, f0)=2x+1 


Para esto: f Cfr 0)=x 


xe <c,1), 2fi (x)+1=x, de donde foo=*5 asa 


448 


Eduardo Espinoza Ramos 
Si x>0, fal0)=x"+1 
para esto: f, (fa ()=x, x€ <l,too> 


fi ()+I=x, dedonde f()=Vx-1, x E <l,to> 


x-1 


* Ed: X s 1 
porlotanto: f(x)=+ 2 


x-1., x>l 


Probar que f(x)= 4Vx-x para0<x<1, posee inversa y hallar la función inversa si es 
que existe. 


Solución 

Para que f(x) tenga inversa debe de ser inyectiva y para esto debe cumplir que: 
foD=f09) > x=X% 
alx-n=8/0-m» > 4/y-/x)-04-5)=0 

= 464 —20)-(/n = [2/4 + /2,)=0 

= (mm X4-)% -4,)=0 
Como 0<xy<l > 4-Jx -/x *0 
Luego dm =/% =0 => x=x porlotanto 
f(x) es inyectiva entonces existe f*(x), ahora calculamos la inversa f*(x) para esto: 
f(f(x) =x, xe [0,3] 


despejando f*(x) se tiene: f*(x)= ss , x € [0,3] 


-xili-2 |] si -2<x<0 
Hallar f*(x) si existe donde f(x)= 2 


|x2-1|-1 si 0<x<l 
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Solución 
pci Fr x 
Primeramente definiremos el máximo entero th y el valor absoluto |xº? -1| en 


cada intervalo W1=5D=1+0|-5=1+0=1 
Como -2<x<0 > 0<x<Q2 


2 dese IDEA. quente! resp 
2 2 + eo + 
- 1 
=> x? -1=(x+1Xx-1) f 
Para0<x<1l = |x?-1|=1-x? por definición 


Por lo tanto la función f(x) queda en la forma: 


—x si —-2<x<0 
reo=| 


-x? si 0<x<l 


Como f(x) es inyectiva, entonces f*(x) existe: 


Si -2<x<0, f(xX)=-x, calculando su inversa 


h (fi 09) =X 





xe <0,2>, -f; (x)=x, dedonde -. fi (x)=-x ,0<x<2 

Si O<xx<l, fa) ==x", calculando su inversa f2 09) 

Se tiene: lb O)=x*,-1Sx<0, de donde -B (=x, -|I<x<0 
“ bwe=v-x, -l<x £O0 


-x si 0O<x<2 
Por lo tanto la inversa de f(x) es: f*(x) 


J-x si —I<x<0 


2|x|+x+2 


330'2 + 2x!'2 


Hallar f*(x) si existe donde f(x)= 
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Solución 
Calculando el dominio para definir |x| 


302 427º = Jx(3x+2) deaquix>0 = |x|=x 


seca E 2|x|+x+2 3x+2 l 
Ahora simplificado se tiene: f()y=|D>——=> = |e—— =—= 
V 302 2x2 Vlx(g+2) *Vx 


Determinaremos si f(x) es inyectiva: f(a)=f(b) => a=b(fes inyectiva) 


1 1 
la=f(b) > —==—= 3 a= 
Ja 
Por lo tanto f(x) es inyectiva entonces f(x) tiene inversa. Ahora calculamos la inversa. 


EO) = X 


À =x , de donde o Emo 


Y1*0) : x! 
Si f es la función definida por f(x)= N x +16+2x, x [0,3] determinar si existe f*(x). 
Solución 


Para que exista f*(x) la función f(x) debe de ser inyectiva, es decir: 


Si f(a) = f(b) entonces a = b 
Va? +16+2a=Vb? +16+2b entonces 2a -b)= vb” +16-Va? +16 
para que sea f inyectiva debe cumplir a = b de donde 


a-b=05 vb? +16-vVa? +16 


Va? +16=vb2 +16 > a=b > lab 


=> |al=|b| = a=bpuestoquea,be[0,3] 


por lo tanto f(x) es inyectiva => 3 f*(x) 
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Ahora calculamos f*(x) mediante la ecuación: f(fM(x)=x.xe [4,11] 


V$ CO) +16+2f*0)=x = ME *O) +16 =x-2f*(0) elevado al cuadrado 


(LEO) +16=2º af *0)+UFEO) > KFFO) 4 *()+x? —16=0 


ax+ 16% —1200 —16) 4x+2)xº +48 
fy=TD—>——— 3 +. ES 


x x) = 
6 dis 6 

+ [ -) / 2 
p +09 =HENE td o pro FENT O seçan) 

Vx-3 : MES Ed 
Si fO)= x po Determinar si f*(x) si existe. 

x» +2x-3 , xe[-ll> 

Solución 


Determinaremos si f(x) es inyectiva 


Six>23 = fi(y)=Vx-3 donde R, =[0,00> 
Sifi(x)= fiQ)=> )%-3=/x,-3 elevando al cuadrado > x, =x, => fes inyectiva 
Si-lsx<l =» fo)=x"]+2x-3=(x+1)? —4 
Como-l<x<l > 0O<x+1<2 > 0<(x+1)?<4 
=» -4<(x+])"-4<0 >» R, =[-40> 
Si fL0)= 0) (Mm +Dº-4=(x, +1)? —4 
> (mn +) =, +D)º> xj+1=x,+1 


> xy =x, puesto que x,.x, €l-ll>. Porlo tanto f, es inyectiva. 


Como R, AR, =[0,0>4 [-40>=6. 


452 


Eduardo Espinoza Ramos 


Enmtonces f(x) es inyectiva y por lo tanto 3 f*(x) 


Ahora calculando la inversa de cada función: f( ho (x)=x,x€ [0,+0> 


VA 0)-3=x > fi(Q)=x)+3, xe[0,+> 
flf*Q)=x,xe [-4,0> 
(OP +) I=x > flW=vx+4-1,xe [-40> 


x2+3 , x>0 


RO o Ed e 
' es ;, 4<x<0 


Si f(x) = 2x — 3b, determinar el valor de b de manera que f(b+D)=3f *(b?) 
Solución 


Calculando la inversa de f(x): f(fM(x)=x. xe D pe 


2f*(x)-3b=x, xe D,», de donde f*(x)= Er 





5 ME Dp,x 


2 
como f(b+)=3f*(b”),entonces 2b+1)-3b= 4, 


3b? +11b-4=0=> (3b-1)b+4)=0, de donde b=5 »sb=-4 


x -8x+7 si 4<xS7 V 3<x<- 


V7-2x si -1<x<3 


Solución 


. Hallar f*(x) si existe. 


Sea f(x) -| 


Analizaremos sí fi(x)= x? -8x+7, bl)=7-2x es inyectiva 


Sí4<x<s7V-3<x<1l > fl)=x?-8x+7 


fAil)=x?-8x+7=(x-4)? -9 
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Sí x.meD,: fhOD=Ã0,) > m=*, 
(x1-4)"-9=(x,-4))-9 > |y-4Pax,-4f 
= |x-4|=|x,-4] => x =x,, puestoque|x—-4]=x—4 
Sí 4<x<7, |x-4]=4-x si -3<x<-l. Luego f(x) es inyectiva 
Sí-l<x<3 > fb()=V7-2x 
Sí x,.1, € D,.: PlUD)= fl) => x,=x* 
(71-24 =/7-2% >» 2x,=2x, => x, =x,. Luego f,(x) es inyectiva. 
Ahora calcularemos el rango de cada función. 
Síg<x<7V-3<x<-1 > 0<(x-4))<9 V -7<x-4<-5 
-9<(x-4)?-9<0 V 16<(x-4)? -9<40, prolotanto R, =<-90]U<16,40] 


Sí-l<x<3 >» -6<-2xX<2 > 1<7-2xX<9 >» 1<V/7-2x<3 


Entonces R,, =<1,3] 


Como R, AR, =& entonces fes inyectiva en todo su dominio. 
Ahora calculamos f*(x) 

Alf (UD=x,x€ <9,0]U<16,40] 

(fi QD? -8f 0)+7-x=0,x e <9,0]U<16,40] 

A Q)=4tVx+9 


f(o 4+Vx+9 , xe<-9,0] 
X)j= 
i 4-Jx+9 , xe<16,40) 
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fitici=a MES] =» V7-26 (09) =x ,xe <1,3] 


60) =50-2") xe <13] 


4+Jx+9, xe<-9,0] 
Luego la función f*(x) queda en la forma: f*H(x)=44-Vx+9, xe<16,40] 
=P), xe<LI 


4.27. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Sea la función f: [1,4] > [a,b), tal que fO)= xº-2x+3 + Demostrar que f es inyectiva 


y haliar los valores de a y b para que f sea biyectiva. Rpta. a=2, b=1l 








o oo 


(Es inyectiva la función real f(x)= > ; dá Rpta. No es inyectiva 
x+ 

Sea f: A > <1,10) dada por f(x)= dep 
4-2x 

a) Determinar A Rpta. <-co,0JU[4,0> 


b) Mostrar que f es inyectiva 





(4) Sea f: A — <-4,1] definida por f(x)= Es 
10-2x 


a) Determinar A Rpta. <-0,0] U <10,00> 


b) Mostrar que f es inyectiva 





4 
(5) Sea f: A >[-9,-1> dada por f(x)= o a 
= 


a) Determinar A Rpta. <0,o> 
b) Probar que fes inyectiva 


c) fes suryectiva? Rpta. no 
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(o) 


O O 


Dadas las funciones reales siguientes: 
x+1 

f0)=3x+2])x|], O xá y h0)=3x+7, p(=x+2]x| 
XE — 


; Cuál de estas funciones es inyectiva? 


Demostrar que las siguientes funciones son inyectivas 

a) fW)=3x-2,x20 b)  fW)=senx, e 
O flO)=(x-h+k,x2h O f0)=2-x,xeR 

eo f0O)= Jo+x? »X >1. En forma analítica y gráfica 


Demostrar que la función f definida por: fQ)=1-Vx?-4x-5 ,xS-1es inyectiva 


Demostrar que f(x) = E 
x 





l à : 
», X%-2 es inyectiva 
+2 


Sean f A 5B, g:B >» c, demostrar que: 
a) Sigofes suryectiva entonces g es suryectiva 


b) Sigofes inyectiva entonces f es inyectiva. 


La función f(O)= = -,Es suryectiva? 
x — 


Sea f una función definida por: f(O)= E 





5 ,1X€<02>0U<2,00> 
x—4 


Determinar si f es una función biyectiva Rpta. si es biyectiva 


- ã E 2 É E ã água 
Determinar si la función f(x)=6x-x" —S es f inyectiva, si no lo es, restringir su 


dominio para que sea inyectiva. Rpta. No es inyectiva 
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Sea f una función definida por f(x)= Ei »D, =R. Esfuna función inyectiva? + 
x 


Rpta. fes inyectiva 


Dada la función f(x)= 5 
(x—-2Xxº —4x—12) 


Mostrar que f es inyectiva y graficar 


Sea f(x)= +. Er -1,xe <1,2>. Demostrar que f es inyectiva (ó univalente) 
x— x- 


Si se sabe que f(-1) = 4 y f(3) = -2, donde f es una función lineal, hallar la ecuación que 


define f*(x) Rpta. f*(x)= S 5 
Sí fO)=2x+c y HO=2f"(c). Encontrar el valor de : 
a) f(O). É*(0) Rpta. -8 b) SO Rpta. —4 





f*) 
Si f(x) = 3x + 2a, Determinar los valores de a de modo que f (a?)= f*(a+2) 


Rpta. a=-1 V a-5 


Hallar la inversa f*(x) si existe para la función. f(x)= x? +4x-1,xe <-4,3> 

Rpta: f*(mw)= Der RE [-4,-1> 
Hallar la inversa f*(x) si existe de la función, f()= x =2x=1 ,282 

Rpta. f*()=1+.x+2 ,x2-1 


Hallar la función f*(x) si existe, para la función, fQ)=(|x-5|+l+ 2)/5-—x 


Rpta. 1+0)=580-4) ;x€ [0,0> 
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6) 


] 2 4+20+2,x51 na a | 
Sí f(x)= . Hallar la función inversa de f(x) si existe 


x* +4,x<l 
mito —], x>5 


ri of es 
DO, x 











Sí la función f: <-1,]>> R, definida por: f(x) E i Hallar la inversa de f(x) si existe 
—|x 
Rpta. fH)=-— 
lx 
Hallar f*(x) si existe de: 
afi=%, 180 —x,x<0 
a) fl)= b) fO)=3 
x 41,2 >0 —xº,x20 
|x-6|+x+Vx-6-||x—4]|x+6 
O FfO)=(]x-3|+0)V3-x d) op aa 
—x 
Dada la función f()= = a xecio>. Hallar f*(x) si existe. 
X — 


|[2-x|,x>2 


—-x?,x<0 


Sí fRS5R talque f(x) -| . Determinar la función inversa f*(x) si existe. 


x+3 ; X€ —3 
7 
Consideremos la función f definida por: f()= x +4x-2, 0<x<3 
E x<li 
= 
Determinar si f es inyectiva, si lo es hallar f*(x). 
3 , E ; 
Sea f: R »R tal que f(xy)=———, sifes inyectiva hallar f*(x). 


x-[|x]] 


Hallar la inversa f*(x) si existe de: 
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2x—-1,x<- 


—N-x+1, x<l 
a) f(W)= 4x? -1<x<0 


b) fO)=4;x-[], I<x<2 


x+4,x>0 3x—5 , xe<2,4> 
pec. 0 -3< 
o So)= PRE Rabi dd 
digo! 04x<2 3x , 0<x<4 
[4] ; 0a 
61) Dada la función f(x)= ai Hallar f*(x) si existe. 
0 di o 


2/-x+2, x<0 


hi ref 0<x<4 
its Xx“& 


2x-1, x<-— 


(2) —Dadala función f(w)=/4x?, -1<x<0, Hallar Hx) si existe. 


x+4, x>0 | 
| 
+= +» X<—3 
Rpta: f*(x)= ale ;, 0<x<4 
x-4 ., x>4 


pe oiro PRE e. 
(3) Dada la función f(x)= , Hallar f*(x) si existe. 
—Jx+1 2 =1 


q 1 
Rota 1:69) Rito ds E 


xº-1, x<0 


V-=x2+x+2+41, —I<x<1/2 


Dada la función f definida por: f(x)= 


Funciones y Relaciones 459 


x+5 l 
= , ——<x<— 
Hallar f*(x) si existe. Rpta. f*(w)= : Po ç 5 
——— J9-4x-—1) , I<x<— 
- Do 2 
A e ” |x+4] 
Hallar la inversa si existe para la función, f(x)= sr ii=1 XE <-2,0>0<0,]> 
XxX — — 


Rpta. f*(x)= e Ci ;X E <-0s,-5>(Uy <1,00> 
x+1 


La función f definida por la regla de correspondencia 


fO)= 


Es z > <- a 
f De PR o . Demostrar que fes inyectiva y hallar f*(x) 


a: . E 
x +6x+6 , si x>0 


6-V22+81+25 , x<0 


Jx+3-3 , x>6 


Rpta. f*(x) E 


, 
Sea la función f: R >R, definida por: f(Q)=[|x|]+x-[|x]] , hallar f*(x) si existe 
Rpta. f*(W)=k+(x—k)) ,xelkk+l> 


Sea las funciones f y g definida por: 


VxX +4x-5 , 6<x<7 ju-2]=[3=x).3.5<x97.5 
fO)= 8) =! (x-8)-9 |, 7.5<x<9.5 
[xl , 9<x<10 x , 9.5<x<13.5 


Hallar (f + g)* si existe 


0, x<0 2,x<0 
Dadas las funciones f y g definidas por: f(x)= x,0<x<2, 2g0)=44x,0<x<1l. 
n.x>2 -lx>1 


Hallar (f o gx), determinar si es inyectiva en caso afirmativo, calcular (f + g)* (x) 
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DA) , -DE%€3 
X 
Dadas las funciones f(l)=—— ,x<-2 = 
m = y 80) x+2 ade 
x—3 . 
e) 
4 — 6x+1) 


E “op E dexa NI 
—2xº —12x+ 


2Nx+2 
x-3-Vx+2 


Hallar f* 0 g Rpta. (f*og)0)= 


x>3 


Sean las funciones f = y g(x)=3x- 1. Hallar la intersección del dominio 
ar 


f* o g con el dominio de (fo g)x). Rpta. R- (0,2) 
| 


Si f()=3xº-2x45, D; =<1,4> y g(x)=|x|+3. Determinar el dominio de fto g. 
N 


Si f p=. Hallar el valor de x que satisfaga (f*of =? 
ia 
|x-5|+4x+Vx—5 [| x|]x+5 
V6-x 


Dada la función f definida por: f(x)= 














J 
2 
Hallar £*(x) si existe. a psGe 
2 
E RE =| 
Si f* es una función biyectiva tal que f +) = D. Hallar el conjunto solución de la 
X 
inecuación: f(c)> Ea Rpta. x e <-4,-1>U <0,2> 
x+4 
3 x—-2.. 4 
Sean f(l)=x"+2, gO)= si g*f*(a)=-—— . Hallar g*a + 5) 
x+3 3 
l 
Rpta. —— 
a 
E 1+|x| 1 a 
Dada las funciones reales f(x)= + g0)=—, x % O. Hallar el dominio de f*og* 
x E 


Rpta. <-1,1>- (0) =<-1,0>U <0, 1> 
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O OA 


O 


Sif y g son dos funciones donde f(x-1) = 3x+2, g(2x+3) = 4x+4 . Hallar (g* o g)(x) 


Gx+7) 


Rpta. 
. 2 





Analice la unívalencia de la función fO)=VUlx|l-x+4x+4Vx? —-2x y halle la 


2 


x 
8(x— 4) 





función inversa. Rpta. f*()= 


* +BrriD, x60-6,-4> 
Sea f(x)= Vx+2.  , xet-2i> determine f*(x) si existe. 





x+5 
—— , xell,4 
3 [1,4] 
—4-VJx+4, xe<-4,-1> 
Rpta. f*(x)= E 2 , xe[0,4/3> 
8Bw=53 . xe [2,3] 
Sea f: <-1,i> 5R , tal que f(x)= 7 i " analizar si f es inyectiva. 
—|X 
| Ez 
Hallar f*(x) si existe, donde, f(x) = ltvx +x , x>5 
7x o x<-l 
. =” , x+ (0º +? » X>1 
Analizar la inyectibilidad de la función, f(x)= , en caso 
= +11, x<-— 
afirmativo hallar f*(x) 
Sea fy g dos funciones, tales que: 
x|-2 
1, xes-Li> ES ;xell2> ; 
flj=*4 3=* :igQ)=4x-1 . Hallar f o g si es que existe. 


Vxº +2x , xefl2> |x-1|, xe<0,1> 
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x +2x-2, -3<x<-2 
Hallar f*(x) si es que existe de la función, fO)=4 |x+3]| 
E Ei ” —-|)<x<l 
X— — 


DR DR=| o, X€2 


Analizar la inyectibilidad de tal función, f()= , en caso 
ag RR cor 74 
afirmativo hallar f*(x) 
Hallar f*(x) si existe donde 
EUR cela > x? +2x+2, x21 
a) fO)= b) fO)= 
x-5 , xe[Sto> xº+4 , x<l 
» XE<-o,—] > x? 
— +11, xe[-4,-2> 
o Ffl)=+4 +» xe[-1,0] dd Ff0O)=;2 
x+4, xe<0+o> Jx+2 , xe[-2,2] 
x -8x+7 » xe<-3,-1l>U<4,7] 
o fO)= 
V7-2x , xel-1,3> 
x +10x+21 . xe[l-7,-55>U[-2,-1> 
D fO)=- 
Vx+1+41 + xe<-1,3] 
E 4000 . ge -s=]> 
9 FfO)= 
» xel-l,+o> 
(x? +6x+8) , xE<-,-4] 
h) fO)=4x+3 » xe<0,3> 
= » xe[l0,+o> 
, —dx—3 |, xE<-—o, —2] 
Do fO)= 
de , xE[Lto> 
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|) fo) = Dx +» xe[-3,-1> 
J x)= 
2434 Gétam 
2 amis 
RE 4-Vx +12x+27 0, x<- 
xº +6x+6 ; x>0 
a 
x » xell2> 
D fo)=ilxl+vx-Ix|] , xel-ii> 
—V—x +» xel-9,-l> 
tar XE [-5,-2] 
2x|x+3 » xe<-2,-1> 
D f06)= dI | 
2+Vx+1 », xe<-l3> 
4 2 36=A 
2 TE 
Xe] o el 2x-1, x<0 
Dadas las funciones f(x)= á = 
f pa , x2-1 y E0) Jx +» x20 


Hallar si existe fog* 


Analizar si las funciones reales f y g son inyectivas 


RED, -x2-10x-21, xe[-5,-1] 


foy=4 do 10 OPEP AD, es ial 


Are < 1,2 
3 |x+3] | 





Sí gg ASB y f£fB>5C, son funciones inyectivas, demostrar que fog: A» Ces 


inyectiva. 


Ee » x<0 


Analizar la inyectividad de la función f()= en caso 
= +7x-D . 5>0 


afirmativo, hallar su inversa. 
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Si f(w)= 1 - probar si es inyectiva, si lo es, hallar su inversa. 


z 


2-»2 , Visasa 
Dadas las funciones f(x)= - , 8(W=V|x -4]-3, xe <-c0,-4] 
l=45" =4 » XS—S4 


U<0,2] talque f=h*og 
i)  Demostrar que f y g son funciones inyectivas. 


ii) Hallar la función h. 


, 53” , lsx<5 
é 0,4) - (2 ” 
Ea uas O De do dg | -6Sx<l 





Dadas las funciones f(x)= 
x 
Hallar f*og si es que existe. 


od , mesh 


Determinar la inversa f*(x) si existe donde f(x)= —Jx-2 , 2<x<6 
-2x+10 , x>6 


Vx-3 23 
Sí fO)= - a . Determinar f*(x) si existe 
x +2x-3 , xe[-ll> 


x 410 sillgx<e? E e: 
. Determinar f*(x) si existe. 
—Jx-2 , si x22 


Si oo] 


E sad , m60 


3 


Haliar la inversa de f si existe donde f(x)= 
=X 5 > 2 


x|, x<-1 
Decir si f(x) es inyectiva, si es así hallar f*(x) donde f(x)= S 
2-xº, x>11 


2x, x<3 E E 
Dado f(x)= à + probar que f(x) es inyectiva y hallar E*(x). 
x JeRSS 
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(6) 


O O O 


6) 


Analizar si es inyectiva la función f()=xº-3x+2,x E [0,+>, en caso que no sea, 


determinar el dominio para que sea inyectiva y hallar su inversa. 


Analizar si la función fQ)=x!-2x?-3, x22 es inyectiva, en caso afirmativo, hallar 


su inversa. 
Vx-3, x>4 

Sea f()= + mostrar que f es inyectiva y hallar f*(x). 
-V3-x, x<2 


E se 
x-1 (x-I? 





—l, x e <1,2>, analizar rigurosamente si f es inyectiva, en 


caso afirmativo, hallar f*(x) y sus dominios. 


Encontrar f(x) y f*(x), si se sabe que: 


1) g0)= = », fog)0)=2x+3 Hd) gQ)=3x-2, (go(x)=2x + 4 
d4x+1 





Sean f(x)=2xº -4x-1, x€ [1,+00>, g()= a - , X€R. Calcular (gof*)(x) si existe. 
x + 


Si ftx-1D)=3x+2, g(2x+3)=4x+4, encontrar (g*of/x) 


x Pda-l, xe<-4,-9] 
Calcular f*(x) si existe, donde: f(x)= |x+4] 


si xe<-2,0>0U<0,i> 
X— cm 


2X —12x+3,xe<-2,3] 
», X<2y 80)=1x+92 . Calcular (f*og)(x), si existe 
2+x - » Xx>3 
E 


Sean f(x)= - 





x+2, x<2 
Hallar f*(x) si existe donde f(x)= V9x—-2, xe<2,3> 
(x—3) +5, x>3 
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4.28. APLICACIONES DE LAS FUNCIONES EN 





ADMINISTRACIÓN Y ECONOMÍA.- 


Se ha estudiado las funciones en forma general, ahora estudiaremos las aplicaciones de 
estas funciones en administración y economía y para esto recordemos el concepto de 
función en términos económicos. 


a) MODELOS MATEMÁTICOS.- Al proceso de formular los problemas en el 

lenguaje de las matemáticas se denomina 

modelación matemática, por lo tanto un modelo matemático puede describir con 
precisión el problema en cuestión. 


Ejemplo.- El tamario de un tumor canceroso se puede aproximar mediante el volumen 
2 


de una esfera V = « donde r es el radio del tumor en centímetros, ahora 





observemos las siguientes expresiones: 


- Un fabricante desea conocer la relación entre la ganancia de su compafiía y su nivel 
de producción. 


- Un biólogo se interesa en el cambio de tamario de cierto cultivo de bacterias con el 
paso del tiempo. 


- Un Químico le interesa la relación entre la velocidad inicial de una reacción química 
y la cantidad de sustrato utilizado. 


Ahora nos preguntamos ; Cómo depende una cantidad de otra? 


Esta dependencia entre dos cantidades se describe convenientemente en matemáticas 
mediante una función; por lo tanto, una función es una regla que asigna a cada elemento 
de un conjunto A uno sólo un elemento de un conjunto B y la notación que se tiene es: 
ffA-—s B, donde D, =A y R, =B. 


Todo esto se puede pensar en una función f como en una máquina. El dominio es el 
conjunto de entrada (la materia prima) para la máquina, la regla describe la forma de 


procesar la entrada y los valores de la función son las salidas de la máquina. 
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| 
| 
| 
Y 
f(x) 
SALIDA 





NOTACIÓN.- EI símbolo f(x) se lee “f de x”, la regla de correspondencia es dado por 


una fórmula, como por ejemplo f ()=vx? +1, esta fórmula puede 


considerarse como un conjunto de instrucciones . 


nombre de 
La función ,--- número de entrada 
h | 
i v 
A 
EE fo) = Nx al, 
e, nO 
número de | instrucciones que indican, que hacer con la 
] 
salida TT" "" * entrada x para producir la salida correspondiente; 


esto es, elevar al cuadrado, sumarle | y sacar la 
raíz cuadrada al resultado. 
Ejemplo.- La electricidad se cobra a los consumidores a una tarifa de $ 10 por unidad 
para las primeras 50 unidades y $ 3 por unidad para cantidades que exceden 
las 50 unidades. Determine la función C(x) que dá el costo de usar x 


unidades de electricidad. 


Solución 
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Six < 10, cada unidad tiene un Six > 50, el costo total es igual 
costo de $ 10, el costo total de x 
unidades es 10x ; C(x) = 10x 


para x<50 


al de las 50 primeras unidades, 
que es $ 500, más el costo del 
resto de las unidades usadas 
x-— 50 y cuestan $ 3 cada una y 
el costo total es $ 3(x — 50) 






Para x = 50, obtenemos el total 
de las 50 primeras unidades 
C(50) = $ 500 








Luego para x > 50, es 
C(x) = 500 + 3(x — 50) 
C(x)=3x+350, x>50 


10x, x<50 
3x+350, x>50 


coo=| 


b) FUNCIONES LINEALES DE COSTOS, INGRESOS Y GANANCIAS.- 


La conducción de una empresa, debe mantener un registro constante de los costos de 
operaciones, de los ingresos iesultantes de la venta de productos y servicios; tres 
funciones ofrecen a los conductores de una empresa para tomar las mediadas de 
estas cantidades: La función lineal de costos totales, la función de ingresos y la 
función de ganancia. 


i FUNCIÓN LINEAL DE COSTO TOTAL (MODELO DE COSTO 
LINEAL).- 


En la producción de una empresa de cualquier bien, se tiene dos tipos de 
costos, los costos fijos y los costos variables, a los costos fijos se le considera 
sin importar la cantidad producida del artículo, es decir que no depende del 


nivel de producción. 


Ejemplo de costos fijos: son las rentas, interés sobre prestamos y salarios de 


administración. 
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Los costos variables dependen del nivel de producción, o sea de la cantidad de 
artículos producidos. 


Ejemplo de costos variables: son los costos de los materiales y de la mano de 
obra. 


Luego el costo total está dado por: 


Costo Total = Costos Variables + Costos Fijos 


Cuando el costo variable por unidad del artículo es constante, en este caso, los 
costos variables totales son proporcionales a la cantidad de artículos 
producidos. 


Si m representa el costo variable por unidad, entonces los costos totales al 
producir x unidades de artículos en mx $ y si los costos fijos son de b dólares, 
se desprende que el costo total C(x)= y, (en dólares) de producir x unidades 


está dado por: 


Costo Total = Costos Totales Variables + Costos Fijos 


La ecuación (1) es un ejemplo de un modelo de costo lineal, la gráfica de la 
ecuación (1) es una línea recta cuya pendiente representa el costo variable por 
unidad y cuya ordenada al origen dá los costos fijos. 


NOTA.- 'ma= pendiente de la recta L 


m=tg6 BA 
X —X 
Ba 
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OBSERVACIÓN.- En la función lineal de costo C(x) = mx + b. el costo fijo se 
obtiene haciendo x =0, es decir: C(0)=m(0)+b=b, así, 


entonces, el costo fijo es la intersección de la función costo con el eje Y. 


En economia, el costo marginal es la razón de cambio del costo, el costo marginal es 
importante en la administración al tomar decisiones en áreas como control de costos, 
fijación de precios y planeación de la producción. Si la función de costo es C(x)=mx 
+ b, entonces su gráfica es una recta con pendiente m, como la pendiente representa 


la razón de cambio promedio, el costo marginal es el número m. 


Si C(x) es el costo total de fabricar x artículos, entonces el costo promedio por 


artículo está dado por: 


Ele e. 
X 


Ejemplo.- El costo variable de procesar un kilo de granos de café es de $ 0.5 y los 


costos fijos por día son $ 300. 


a)  Déla ecuación de costo lineal y dibujar su gráfica. 
b) Determine el costo de procesar 1000 kilos de granos de café por un día. 
Solución 
a) Como C(x)=y, representa el costo de procesar x kilos de granos de café por 
día, y como el modelo lineal es: 


C()=y =mx+b 


en donde m representa el costo variable por unidad y b es el costo fijo y para 


nuestro caso es m = 0.5, b= 300 por lo tanto C(x) = 0.5x +300 ...(1) 


para graficar la ecuación (1), primero ubicamos dos puntos sobre la gráfica (la 


recta). 
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iii) 








Observe que la porción de la gráfica está situada por completo en el primer 


cuadrante, puesto que xy y, no pueden ser cantidades negativas. 


Al sustituir x = 1000 en la ecuación (1) se obtiene: 
%, = 0.5(1000) + 300 = 500 + 300 = 800 


por lo tanto, el costo de procesar 1000 kilos de granos de café al día 
será de $ 800. 


FUNCIÓN LINEAL DE INGRESO.- Supóngase que una empresa tiene 

costos fijos por b dólares y costo de 
producción de m dólares por unidad y un precio de venta de o dólares por 
unidad, entonces la función de ingreso R(x) está dado por: 





Donde x es el número de unidades de un producto fabricados o vendidos. 


FUNCIÓN LINEAL DE GANANCIA.- Si C(x) = mx + b, es la función 
de costo y R(x) es la función de 


ingreso, entonces la función de ganancia denotado por P(x) es dado por: 


P(x) = R(x) — C(x) = ox — (mx + b) 


P(x) = (0 — m)x ” b 


Donde x representa la cantidad de unidades del artículo producidos y 


vendidos. 
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Ejemplo.- Puritrón, fabricantes de filtros para agua, tiene costos fijos por $ 20,000, 
costos de producción de $ 20 por unidad y un precio de venta unitario 


de $ 30. Determinar las funciones de costos, ingresos y ganancias para Puritrón. 
Solución 


Sea x = números de unidades producidas y vendidas 


Luego la función de costo es: C(x) = 20x + 20,000 
La función de Ingreso es: R(x) = 30x 
Y la función de ganancia es: P(x) = R(x)— C(x) 


P(x) = 30x — (20x + 20,000) = 10x — 20,000 


APLICACIONES DE LAS FUNCIONES CUADRÁTICAS..- 


Como el vértice de una función cuadrática y= f(x)= ax +bx+c,a*0 es el punto 


más alto o más bajo sobre la gráfica, se puede usar en las aplicaciones para encontrar 


un valor máximo o un valor mínimo; es decir: 


Cuando a > 0, la gráfica se abre hacia arriba y por lo tanto la función tiene un 


mínimo. 


Cuando a < 0, la gráfica se abre hacia abajo y por lo tanto la función tiene un 
máximo. 


de 


2a » 


. b 
El vértice de la función cuadrática es ds Ff 
a 


; é b 
El eje de simetría de la función cuadrática es x = ESA 
a 


La intersección con el eje X (si existe) se determina resolviendo f(x) = 0. 


e0M0 0 060 


La intersección con eleje Y es f(0)=c. 
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Sia>0y se tiene: Sia<Oy se tiene: 


b b 
D.=R:; Re=[f(-—),+0> D.=R; R, =<-o, f(—-— 


Ejemplo.- Juan López atiende y es el duerio de la pastelería Milagros, contrató un 
consultor para analizar las operaciones del negocio. El consultor dice que 
sus ganancias P(x) de la venta de x unidades de pasteles, están dadas por 


P(x)=120x- x? ; Cuánios pasteles debe vender para maximizar las ganancias? ;Cuál es 
la ganancia máxima? 

Solución 
A la función ganancia dada expresamos en la forma P(x)= —x? +120x 


su gráfica es una parábola que se abre hacia abajo y su vértice es: 
b b 

Vc —.f(-—)) donde a=-1,b= 120y c=0 
Za 2a 


E = Bd =60, f Ea = f(60)=3600 , porlo tanto V(60,3600) 
2a —2 2a 







V(60,3600) 


P(x) = 120x - x2 





30 60 90 120 
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La coordenada x es el número de pasteles, la coordenadas y es la ganancia con ese 
número de pasteles. Sólo la porción de la gráfica en el cuadrante I (donde ambas 
coordenadas es positiva) es importante aquí, porque no puede vender un número negativo 
de pasteles y no tiene interés en una ganancia negativa. La ganancia máxima ocurre en el 
punto con la mayor coordenada “y”, es decir, el vértice como en la figura: la ganancia 


máxima de $ 3600 se obtiene cuando se vende 60 pasteles. 


Ejemplo.- La ganancia trimestral de una tienda de calzado (en miles de dólares) está 


2 
dada por: P(x)= = ao «. (0<x<50) donde x (en miles de 


dólares) es la cantidad de dinero que la tienda gasta en publicidad cada trimestre. 
Determine la cantidad que la tienda debería invertir en publicidad para obtener una 
ganancia trimestral máxima ;,Cuál es la máxima ganancia trimestral que puede lograr la 
tienda? 


Solución 


Como la función ganancia P(x) es una función cuadrática, entonces su gráfica es una 


2] 
parábola P(x) = 2472430 de donde a= -— b=7,c=30 





su vértice es E nes , de donde sf q =>—-=10.5 
2a 2a 2a 
o) 


f o) = f(10.5) = 66.75, por lo tanto el vértice de la parábola es V(10.5; 66.75) como 
a 


la parábola se abre hacia abajo, el vértice de la parábola es el punto más alto sobre la 
parábola, luego la ordenada del vértice proporciona el valor máximo de P(x), esto 
significa que la máxima ganancia trimestral de $ 66.750 se presenta cuando la tienda 


gasta $ 10,500 por trimestre por concepto de publicidad. 
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ANÁLISIS DE EQUILIBRIO.- 


Sean C(x) la función de costo lineal; R(x) la función de ingresos, y P(x) la 
función ganancia de una empresa donde C(x)=mx+b, R(x)=sx, 
P(x) = R(x) - C(x) = (s —- m)x — b, donde m denota el costo de producción por 
unidad, s el precio de venta por unidad; b los costos fijos de la empresa, y x, el nível 


de producción y ventas. 


El nivel de producción en que la empresa no tiene ganancias ni perdidas es el “nivel 
operativo de equilibrio” y se puede determinar resolviendo las ecuaciones P = C(x) y 


P = R(x) en forma simultanea. 


El nivel de producir xp. la ganancia es cero, de modo que: 


P(x9) = R(x9))-C(x9)=0 porlo tanto RO) = C(x) 


El punto Fy(xo. Yo) que es la solución de las ecuaciones simultaneas P = R(x) y 
P = C(x), se conoce como el “punto de equilibrio”; el número x, y el número f 


son la cantidad de equilibrio y el ingreso de equilibrio respectivamente. 


Geométricamente, el punto de equilibrio Py(xg. Yo) es el punto de intersección de 
las líneas rectas que representan las funciones de costos e ingresos. esto es así 


porque Py(Xp. Yo) es la solución de las ecuaciones simultaneas P = R(x) y P = C(x) 


y dehe estar en ambas rectas al mismo tiempo. 
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Se observa que si x< x, . entonces R(x) < C(x) de modo que P(x) = R(x) — C(x) < O 
y así la empresa tiene pérdidas en este nivel de producción, sin embargo si x > xy 


entonces P(x) > O y la empresa opera con ganancia. 


Ejemplo.- La compafiía J.J. Servicios fabrica sus productos con un costo $ 4 por 
unidad y los vende a $ 10 la unidad. Si los costos fijos de la empresa son de 
$ 12000 al mes, determinar el punto de equilibrio de la empresa. 


Solución 
De los datos del problema, las funciones de costos. y de ingresos están dados por: 
C(x) = 4x + 12000 y R(x) = 10x respectivamente al hacer R(x) = €(x). se obtiene: 
10x = 4x + 12000 => 6x = 12000 de donde x = 2000 
Al reemplazar este valor de x = 2000 en R(x) = 10x se tiene 
R(2000) = 10(2000) = 200000 


Esto quiere decir que para una empresa de equilibrio, la empresa debe fabricar 2000 
unidades de su producto, a fin de producir un ingreso de equilibrio de $ 20000. 


R09) = 10x 









[6%] 
Õ 


C(x) = 4x + 12000 


LS) 
Õ 


precio unitario (en 
millones de dolares) 





1 





2 3 4 
unidades de millar 
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Ejemplo.- Con los datos del ejemplo anterior, responder las siguientes preguntas. 


a) «Cuál es la pérdida de la empresa si sólo se producen y venden 1500 unidades por 
mes? 


b) ;Cuál es la ganancia si se producen y venden 3000 unidades por mes? 


c) ;Cuántas unidades debe producir y vender la empresa para obtener una ganancia 
mensual mínima de $ 9000? 


Solución 
Como la función ganancia P(x) está dado por la regla 
P(60) = RG0) — C(6) = 10x — (4x + 12000) = 6x — 12000 
a) Sise producen y venden 1500 unidades por mes, se tiene 


P(1500) = 6(1500) — 12000 = -3000 de modo que la empresa tendrá una pérdida de 
$ 3000 por mes. 


b) Sise producen y venden 3000 unidades por mes, se tiene 
P(3000)=6(3000)- 12000 = 6000 es decir, se tiene una ganancia mensual de $ 6000. 
c) Alreemplazar a P(x) por 9000 en la ecuación P(x) = 6x — 12000 se tiene 


9000 = 6x — 12000 de donde 6x = 21000 entonces x = 3500 es decir, la empresa 


debe producir al menos 3500 unidades para obtener una ganancia mensual mínima 


de $ 9000. 
4.29. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 
(1) El costo marginal de producir un medicamento es de $ 10 por unidad, mientras que el 


costo de producir 100 unidades es de $ 1500. Encuentre la función de costo C(x), 
suponiendo que es lineal. 
Solución 


Como C(x) es lineal = €C(x)=mx+b 


El costo marginal es de $ 10 por unidad, es decir que m = 10 entonces C(x) = 10x +b 
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Ahora calculamos el valor b y para esto se tiene que el costo de producir 100 unidades del 


medicamento es de $ 1500 es decir C(100) = 1,500 y como 
C(x)= 10x +b => C(100) = 10(100) + b 
1,500 = 1,000 +b => b=500 
Luego la función de costo es C(x) = 10x + 500 donde el costo fijo es b = $ 500 
La compafia financiera de Alpamayo planea abrir dos sucursales dentro de dos afios en 


dos lugares: un complejo industrial y un centro comercial en la ciudad. Como resultado de 


estos planes de ampliación, se espera que los depósitos totales de Alpamayo durante los 


42x+20:; si 0<x<2 


próximos 5 afios crezcan de acuerdo a la regla: f()=41 donde 


q bi si 2<x<5 


y = f(x) proporciona la cantidad total de dinero (en millones de dólares) en depósitos con 


Alpamayo en el afio x (x = O corresponde al presente) trace la gráfica de f(x). 


Solución 


Se observa que el dominio de f(x) es [0,5], donde f(x)=2x+20 para 0<x<2, los 


valores de f(x) correspondiente a x = 0, 1 y 2 presentamos en la tabla 





nes SERA 
E 
Para f(x)= Fã 20 para 2<x<5, los valores de f(x) correspondiente a x=3,4y5 


aparecen en la tabla 





Relaciones y Funciones 479 





(3) La ganancia de la compafifa de controles S.A. debe decidir entre dos procesos de 
producción de su termostato electrónico modelo C. El costo mensual del primer proceso 


está dado por C,(x)=20x+10,000 dólares, donde x es la cantidad de termostato 
producidos. y el costo mensual del segundo proceso está dado por C,(x) = 10x + 30,000 


dólares. Si las ventas proyectadas son de 800 termostatos a un precio unitario de $ 40 
iCuál proceso debe elegir la gerencia para maximizar las ganancias de la compafiía? 


Solución 


Veremos el nivel operativo de equilibrio con el primer proceso y que se obtiene 


resolviendo la ecuación 


40x = 20x + 10,000; de donde 20x = 10,000 entonces x = 500 


lo que nos da como resultado 500 unidades, ahora veremos el nivel operativo de 


equilibrio con el segundo proceso y que se obtiene resolviendo la ecuación: 


40x = 10x + 30000, de donde 30x = 30,000 = x = 1,000 


lo que nos dá 1000 unidades como las ventas proyectadas son de 800 unidades , se 
concluye que la gerencia debe elegir el primer proceso. 


(4) Un fabricante tiene costos fijos mensuales de $ 60.000 y un costo de producción unitario 
de $ 10. El producto se vende por $ 15 la unidad. 


a) ;Cuál es la función de costos? 
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q Cuál es la función de Ingresos? 
iCuál es la función de ganancia? 


Calcule la ganancia (o perdida) correspondiente a los niveles de producción de 
10,000 y 14,000 unidades. 


Solución 
x = el número de unidades producidas y vendidas 
Como m = 10 y b = 60,000 costo fijo, entonces C(x)=mx + b => C(x = 10x + 60,000 
Como cada producto se vende a $ 15 entonces la función ingreso es: R(x) = 15x 
La función ganancia es: P(x) = R(x) — C(x) 
P(x) = 15x — (10x + 60,000) = 5x — 60,000 


Cuando se produce x = 10,000 se tiene: P(10,000) = 5(10,000) — 6,000 = -10,000 
se tiene una perdida de $ 10,000 cuando se produce x = 140,00 se tiene: 


P(14,000) = 5(140,000) — 60,000 = 70,000 — 60,000 = 10,000 
Es decir que se tiene una ganancia de $ 10,000 


función de demanda para cierta marca de videocasetes está dada por 


D(x) = -0,01x? -0,2x+8 donde P es el precio unitario al mayoreo. en dólares. y x 


es la cantidad demandada cada semana, en unidades de millar. Trace la curva de demanda 


correspondiente ; Arriba de cuál precio ya no habrá demanda? ;Cuál es la cantidad 


máxima demandada por semana? 


Solución 


La función demanda P=-0,01x?-0,2x+8 es cuadrática y su gráfica se puede trazar 


por el método de completar cuadrados y calcular su vértice. 


P-8=-0.0Mx2+20x) = P-8-1=-0,01(x? +20x+100) 


P-9=-0,0Mx+10) = V(10,9) 
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P=-0,01xº-0,2x+8 


La intersección con el eje P que es 8, dá el precio unitario por el mayoreo arriba del cual 
ya no habrá demanda, ahora para obtener la máxima cantidad demandada se hace P=0 


es decir: -0,01x? -0.2x+8=0 (multiplico por -100) 
x*+20x-800=0, factorizando 


(x + 40)Xx — 20) = O, de donde se tiene: x=-40 y x=20, como x es positiva entonces 
nos quedamos con x = 20, luego él número máximo de videocasetes demandadas por 
semana es 20000. 


(6 La función de oferta para cierta marca de videocasetes está dado por 
P=S(x)=0,01xº +0,1x+3, donde P es el precio unitario al mayoreo, en dólares, y X 


representa la cantidad que el proveedor pondrá en el mercado (medida en unidades de 
millar). Trace la curva de oferta correspondiente ; Cuál es el precio mínimo para el cual el 
proveedor colocara los videocasetes en el mercado? 


Solución 


Como la función oferta P=S(x)=0,01x? +0,1x+3 es cuadrática y su gráfica se puede 


trazar por el método de completación de cuadrados por determinar su vértice. 
P=0,01xº +0,1x+3=0,01(xº +100)+3 > P-3+0,25=0,01(x +10x+25) 


P-2,75=0,0Mx+5) > V(5:-2,75) 
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La intersección con el eje P que es 3 dá el precio mínimo que el proveedor estaría 


interesado en dejar los videocasetes en el mercado. 


5) Cuándo una empresa vende x unidades de un producto, sus ganancias son 


PlO)= —2xº + 40x + 280 encuentre: 


a) El número de unidades que deben venderse para que la ganancia sea máxima. 
b) Cuál es la ganancia máxima. 

Solución 
Como la función ganancia es: P(x)= -2xº + 40x+ 280 su gráfica es una parábola que se 
abre hacia abajo y su vértice se determina por el método de completar cuadrados 
y=P()=-2xº +40x+280 = y-280=-2(xº — 20x +100) + 200 
y-480=-24x-10)? = V(10.480) 


a) Luego la coordenada x = 10 es el número de unidades producidas. 


b) La coordenada y = $ 480 es la ganancia máxima que se obtiene al vender 10 


unidades del producto. 
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P(x) = -x2 + 40x + 280 


El costo total de producir 10 unidades de una calculadora es de $ 100. El costo marginal 
por calculadora es $ 4. Encuentre la función de costo, C(x) si es lineal. 


Solución 
Como C(x) es lineal > C(x)=mx +b 


Como el costo marginal por calculadora es $ 4 es decir m = 4 


Luego C(x) = 4x + b, como la producción de 10 unidades es $ 100 es decir: C(10) = 100 


entonces 100=C(10)=40+b => b=60 “. C(x)=4x +60 
4.30. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 
(1) Suponga que la venta esperada (en miles de dólares) de una pequefia compafiía para los 
próximos diez afios está aproximada por la función 


SO) =0,08xº — 0,04 + xº +9x+50. 


a) ;Cuál es la venta esperada este afio? b) ;Cuál será la venta en tres afios? 
Rpta. a) $54,000 b) $ 95,400 
(2) Un contratista estima que el costo total de construir x grupos de departamentos en un afio 


está aproximado por S(x)= xº +80x+60, donde S(x) representa el costo en cientos de 


miles de dólares. Encuentre el costo de construir. 
a) 4 grupos b) 10 grupos 


Rpta. a) $39'600,000 b) $96'000,000 
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En cierto estado, el impuesto T sobre la cantidad de artículos es de 6% sobre el valor de 


los artículos adquiridos “x”, donde T y x se miden en dólares. 
a)  Exprese T como función de x. b) Determine T(200) y T(5.65) 
Rpta. a) T(x)=0,06x b) $12; $0,34 


Según las fuentes de la industria, el ingreso correspondiente a la industria de ventas a 


domicilio durante los afios posteriores a su introducción se puede aproximar mediante la 


3 Pi NnEré 
función R(t)= a donde R(t) se mide el ingreso en 
0,571-0,63 si 3<rt<ll 


miles de millones de dólares y t se mide en afios con t = O correspondiente al início de 
1984 ; Cuál fue el ingreso al inicio de 1850 y 1993? 


Rpta. $ 0,1 mil millones; $ 4,5 mil millones 


Puritrón, fabricante de filtros para agua, tiene costo fijos por $ 20,000; costos de 
producción de $ 20 por unidad y un precio de venta unitario de $ 30. Determinar las 


funciones de costos, ingresos y ganancia para puritrón. 
Rpta. C(x)=20x+ 20,000 ; R(x)= 30x; P(x)= 10x — 20,000 


La electricidad se cobra a los consumidores a una tarifa de $ 10 por unidad para las 
primeras 50 unidades y a $ 3 por unidad para cantidades que exceden las 50 unidades. 
Determine la función C(x) que dá el costo de usar x unidades de electricidad. 


10x; x<50 


Rpta. C(l)= 
pe E rnaçio 


Una empresa que fabrica radio — receptores tiene costos fijos de $ 3000 y el costo de la 
mano de obra y del material es de $ 15 por radio. Determine la función de costo, es decir, 
el costo total como una función del número de radio producidos. Si cada radio receptor se 


vende por $ 25, encuentre la función ingresos y la función de utilidades. 
Rpta. C(x)=15x+3,000, R(x)= 25x, P(x) = 10x — 3,000 


Un granjero tiene 200 yardas de cerca para delimitar un terreno rectangular. Exprese el 


área A del terreno como una función de la longitud de uno de sus lados. 


Rpta. A(x) = x(100 — x) 
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E 


Se construye una cisterna de modo que su capacidad sea de 300 pies cúbicos de agua. La 
cistema tiene como base un cuadrado y cuatro casas verticales. todas hechas de concreto y 
una tapa cuadrada de acero. Si el concreto tiene un costo de $ 1.50 por pie cuadrado y el 
acero cuesta $ 4 por pie cuadrado, determine el costo total C como una función de la 


longitud del lado de la base cuadrada. Rpta. C(x)= 5,5x? 4.800 
E 


Un fabricante tiene gastos fijos mensuales de $ 40,000 y un costo unitario de producción 
de $ 8. El producto se vende a $ 12 la unidad. 


a) ;Cuáles la función de costos? 
b) ;Cuáles la función de Ingresos? 
c) ;Cuál es la función de ganancia? 


d) Calcule la ganancia (o pérdida) correspondiente a niveles de producción de 8,000 y 


12,000 unidades. 
Rpta. a) C(x)= 8x + 40,000 b) R(x)= 12x 
c) P(x) = 4x — 40,000 d) $8,000; $ 8,000 


Encuentre el punto de equilibrio para la empresa con función de costo C(x) = 5x + 1,000 
y función de ingresos R(x) = 15x. Rpta. 1,000 unidades ; $ 15,000 


Encuentre el punto de equilibrio para la empresa con función de costos C(x) = 0,2x + 120 
y función de ingresos R(x) = 0,4x Rpta. 600 unidades; $ 240 


Encuentre el punto de equilibrio para la empresa con función de costos 
€C(o) = 150x + 2,000 y función de ingresos R(x) = 270x. 


Rpta. 1000 unidades ; $ 270,000 


El azúcar tiene un costo de $ 25 para cantidades hasta de 50 libras y de $ 20 por libra en 
el caso de cantidades por encima de las SO libras. Si C(x) denota el costo de x libras de 


azúcar, exprese C(x) por medio de expresiones algebraicas apropiadas y graficar. 


25x si x<50 


Reta. C()= 
sa É si x>50 
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Auto — time, fabricante de cronómetros, tiene gastos fijos mensuales de $ 48000 y un 
costo unitario de producción de $ 8. Los cronómetros se venden a $ 14 cada uno. 


a) ;Cuál es la función de costos? 
b) Cuál es la función de ingresos? 
c) Cuáles la función de ganancia? 


d) Calcule la ganancia (o pérdida) correspondiente a niveles de producción de 4,000, 
6,000 y 10,000 cronómetros, respectivamente. 


Rpta. a) C(x)= 8x + 48,000 b) R(x)= 14x 
c) P(x)= 6x — 48,000 d) $24,000 ; $12,000 ; $ 12,000 


Los impuestos personales en Estados Unidos entre 1960 y 1990 son aproximados por: 
7.9x+50.4 de 1960 a 1975 
fO)= 


trace la gráfica de la función si x = O representa 
35.4-361.6 de 1975 a 1990 


1960 ; Qué sucedió a los impuestos personales en 1975? 


El costo de cuidados de salud en Estados Unidos, como porcentaje del producto nacional 
0.22x+5.5 para 1960 a 1985 


bruto entre 1960 y 1992, esta dado por: = á 
4 pe (said para 1985 a 1992 


la gráfica de esta función si x = 0 representa 1960 ;Qué sugiere la gráfica respecio al 
costo de las ciudades por salud? 


Rpta. Se elevaron más rápidamente de 1985 a 1992 que de 1960 a 1985 


Suponga que las ventas de una guitarra eléctrica satisface la relación S(x) = 300x + 2000, 
donde S(x) representa el número de guitarras vendidas en el ano x, con x = O 
correspondiente al afo 1987. Encuentre las ventas en cada uno de los siguientes afios. 


a) 1987 b) 1990 c) 1991 


Rpta. a) 2000 b) 2900 ce) 3200 
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La demanda mensual, x, de cierto artículo al precio de P dólares por unidad está dada por 
la relación x = 1350 — 45p el costo de la mano de obra y del material con que se fabrica 
este producto es de $ 5 por unidad y los costos fijos son de $ 2,000 al mes ; Qué precio 
por unidad P deberá al consumidor con objeto de obtener una utilidad máxima mensual? 


Rpta. $ 5031.25 al mes 


El ingreso mensual por concepto de la venta de x unidades de cierto artículo está dado por 
R(x) =12x-0,0lxX) dólares. Determine el número de unidades que deben venderse cada 


mes con el propósito a maximizar el ingreso ;Cuál es el correspondiente ingreso máximo? 
Rpta. 600 unidades, $ 3,600 


Una empresa tiene costos fijos mensuales de $ 2,000 y el costo variable por unidad de su 
producto es de $ 25. 


a) Determine la función de costo. 


b) El ingreso R obtenido por vender x unidades está dado por R(x)= 60x-0.01x2. 


Determine el número de unidades que deben venderse al mes de modo maximicen el 
ingreso ;Cuál es este ingreso máximo? 


c) iCuántas unidades deben producirse y venderse al mes con el propósito de obtener 
una utilidad máxima? ; Cuál es esta utilidad máxima? 


Rpta. a) C(x)= 25x + 2,000 b) 3,000; $ 90,000 


ce) 1,750; $28,625 


“El ingreso mensual R obtenido por vender zapatos modelo de lujo es una función de la 


demanda x del mercado. Obsérvese que, como una función del precio P por par, el 


ingreso mensual y la demandan son R=300p-2p” y x = 300 - 2p ; Cómo depende R 
de x? Rpta. R(x) = 150x-0,5x? 


La demanda x de cierto artículo está dada por x = 2000 — 15p, en donde p es el precio 
por unidad del artículo. El ingreso mensual R obtenido de las ventas de este artículo esta 
x(2000— x) 


dado por R=2000-15p? ;Cómo depende R dex?  Rpta. R(X)= E 
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664,9 


El número “y” de unidades vendidas cada semana de cierto producto depende de la 
cantidad x (en dólares) gastada en publicidad y está dado por y =70+150x-0,3x2. 


«Cuánto deberían gastar a la semana en publicidad con el objeto de obtener un volumen 
de ventas máximo? ; Cuál es este volumen de ventas máximo? 
Rpta. $ 250; 18,820 unidades 


Los costos fijos semanales de una empresa por su producto son de $ 200 y el costo 
variable por unidad es de $ 0.70. La empresa puede vender x unidades a un precio de $ p 
por unidad en donde 2p = 5 - 0.01x ;Cuántas unidades deberán producirse y venderse a 
la semana de modo que obtenga? 


a) Ingresos máximos b) Utilidad máxima 


Rpta. a) 250 unidades b) 180 unidades 

Lynbrook West, un complejo habitacional, tiene 100 departamentos de dos recamaras. La 
ganancia mensual obtenida por la renta de x departamentos está dado por 
P()=-10xº +1,760x— 50,000, dólares cCuántas unidades deben rentarse para 


maximizar la ganancia mensual? ;Cuál es la máxima ganancia mensual que se puede 
obtenerse? Rpta. 88 unidades ; $ 27,440 


La ganancia mensual estimada obtenida por la empresa cannon al producir y vender x 
unidades de cámaras modelo Mi es P(x)= -0.04x? +240x— 10,000 dólares. Encuentre 
cuántas cámaras debe producirse cada mes para maximizar sus ganancias. 


Rpta. 5,000 unidades ; $ 40,000 


La relación entre las ganancias trimestrales de cunningham, P(x), y la cantidad de dinero 
x invertido en publicidad por trimestre queda descrita mediante la función 


2 
P() = E 7x+30 (0<x <5S0), donde P(x) y x se miden en miles de dólares. 


a) Trace la gráfica de P 


b) Determine la cantidad de dinero que debe invertir la compafiía en publicidad por 


trimestre para maximizar sus ganancias trimestrales. 


Rpta. $28 
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El ingreso mensual R (en cientos de dólares) obtenido por la venta de rasuradores 
eléctricas Royal se relaciona con el precio unitario P (en dólares) mediante la ecuación 


R(P)= -P 30p : 
2 
a) Trace la gráfica de R. 
b) ;Cuál precio unitario maximiza el ingreso mensual? 
Rpta. b) $30 


Una firma de confecciones, tiene costos fijos de $ 10,000 por ano. Estos casos, como 
arriendo, mantenimiento, etcétera, deben pagar independientemente de cuánto produzca la 
compara, para producir x unidades de un tipo de vestido, éste cuesta $ 20 por prenda 
(unidad) además de los costos fijos. Es decir, los costos variables para producir x de estos 
vestidos es 20x dólares. 


Estos son los costos que se relacionan directamente con producción, como material, 
salarios, combustibles, etcétera. Por tanto, el costo total C(x) de producir x vestidos en 
una afio está determinado por una función €: 


C(x) = (costos variables) + (costos fijos) = 20x + 10,000 


a) Representar gráficamente las funciones de costos variables, costos fijos y costos 
totales. 


b) ;Cuáles el costo total de producir 100 vestidos? ;400 vestidos? 
c) iCuánto más debe costar producir 400 vestidos, en vez de producir 100 unidades? 


Rpta. b) $12,000; $ 18,000 c) $6,000 
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CAPITULO V 








INDUCCIÓN MATEMÁTICA 


5.1.  INTRODUCCIÓN.- 


Un método de demostración muy útil en matemática es el Ilamado por inducción o 
recurrencia que se fundamenta en la propiedad de los números naturales llamado el 
principio del “buen orden”, 


También trataremos de la notación sigma “Z” para la suma finita ya que es de gran 


importancia en matemática y la notación de producto “7”. 


Para el estudio de inducción matemática daremos algunas notaciones de los números 
naturales. 


Al conjunto de los números naturales se simboliza por N, es decir: 





Que se representa en la recta numérica 


0 1 2 3 4 Er denats. ss = +00 


Al conjunto de los números naturales son el cero, se simboliza por No, es decir: 


No = (1,2,3,4,5,...) 


OBSERVACIÓN.- El cero “0” que significa “ausencia de elementos” se considera 
como un numero natural para algunos autores y para otros no, en 
el presente libro el cero “O” será considerado como un numero natural; considerar O no el 


cero como un numero natural es una cuestión de convenio. 
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5.2. CONJUNTOS ACOTADOS.- 


a) DEFINICIÓN.- Llamaremos cota superior de un conjunto À CR a todo 
número k e R tal que x <k, Vxe À, o sea que cualquier número 
que sea mayor o igual que los elementos de À se Ilama “cota superior de A”. 


Cuando A tiene alguna cota superior, diremos que el conjunto A es acotado 
superiormente. 


Ejemplo.- Sea A =<-c,3> y la cota superior k = 5 


A cotas superiores de A 


x 3 4 5 6 7 


Observamos que cualquiera de los números reales mayores que 3 e incluso el 3 es cota 
superior de A. 


De todas estas cotas superiores de A, él número 3 es la menor. Luego daremos la 
siguiente definición. 


b) DEFINICIÓN.- A la menor de las cotas superiores de un conjunto A C R y 
acotado superiormente, se le Ilama supremos de A o mínima cota 
superior de A y se denota por Sup(A). 


OBSERVACIÓN.- 
(1) El supremo de A es también una cota superior de A. 


(2) La menor cota superior k = Supremo de A = Sup A está caracterizada por las 
condiciones siguientes que es equivalente a la definición. 


K=SupA &Vxe A y para toda cota superior k' de A, se tiene que xSk<sk' 


(3) El supremo de un conjunto A, si existe, no es necesariamente un elemento de A, 


como en el caso de A = <-co,3> cuyo supremo es 3 no pertenece al conjunto A. 


La existencia del supremo para conjuntos acotados superiormente está dado por el 


siguiente axioma. 
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Todo conjunto A de números reales, no vacío y acotado superiormente, tiene una menor 
cota superior en R. 


Ejemplo.- Demostrar que sí A = <-cc,3> entonces Sup À =3 
Solución 


Probaremos esta afirmación por el absurdo. 


Supongamos que 3 no es la menor cota superior de A, entonces se puede asegurar que 


existe una cota superior k de A tal que k<3 y puesto que k < E <3 


Tomamos pr=S5Ê >» k<k«<3 ass (1) 


De donde k'€ A=<-c0,3>, pero siendo | cota superior de A debería tenerse k'<k 


contradiciendo a (1). 


La suposición es absurda por lo tanto Sup À = 3. 


a) DEFINICIÓN.- Llamaremos cota inferior de un conjunto ACR a todo 
número ke R tal que ksx, Vx€EA. O sea que cualquier 
número que sea menor o igual que los elementos de A se Ilama “cota inferior de A”. 


Cuando A tiene alguna cota inferior, diremos que el conjunto À es acotado 
inferiormente. 


Ejemplo.- Sea A =[-2,7>y la cota inferior k = -2. 
cotas superiores de A 
-4 -3 -2 TÁ 


Se observa que cualguiera de los números reales menores que —2 e incluso el —2 es cota 
inferior de A. 
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De todas estas cotas inferiores de A el número -2 es la mayor. Luego daremos la 


siguiente definición. 


b) DEFINICIÓN.- A la mayor de las cotas inferiores de un conjunto A CR y 
acotado inferiormente, se le llama ínfimo de A o máxima cota 
inferior de À y se denota por inf (A). 


OBSERVACIÓN.- 
(1) El ínfimo de A es también una cota inferior de A. 
(2) La mayor cota inferior k = inf(A) = ínfimo de A está caracterizada por la condición. 
K=inf(A) & Vxe A y para toda cota inferior k' de Asetiene k'<k<x. 
) El ínfimo de un conjunto puede no ser elemento del conjunto dado. 


Ejemplo.- El conjunto A = [-2,7> esta acotado superiormente por 8 e inferiormente por 
—3, además la mayor cota inferior es -2 y la menor cota superior es 7 por lo 
tanto: Sup(A)=7 y Inf(A)=-2 de donde Sup(A) & A, Inf(A) e A 


Cuando en un conjunto A se tiene que Sup(A) E À entonces el Sup(A) también se le 
lama el máximo de A y si el Inf(A) € A entonces al ínfimo de A también se le llama el 


mínimo de A. 


e) DEFINICIÓN.- Un conjunto A se dice que es acotado, si es a la vez acotado 
inferiormente y superiormente. 


Ejemplo.- El conjunto A = <1,7> U [30,50] es acotado y Sup(A) = 50, Inf(A) = 1. 


Ejemplo.- El conjunto A = <-c0.-5] U <l,+o> no es acotado inferiormente ni 


superiormente. 
5.4. PRINCIPIO ARQUIMEDIANO.- 
Si x es un número real positivo entonces existe un número natural n; tal que 


| , 
0O<—<+» (o equivalentemente tal que xn9 >1) 
x 
Q 
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Demostración 
Demostraremos por el absurdo. Suponiendo que nx<1,VYneN 


Por lo tanto el conjunto A= [nx/ne N) está acotado superiormente al menor por k = 1, 
y por el axioma del supremo el conjunto A posee una menor cota superior k (Sup A) en R 
que satisface la condición nx <k< 1, YneN pero siendo x>0 => k-x<k y por 
lo tanto (k — x) no puede ser cota superior de A puesto que k es la menor de todas ellas. 


Luego existe un elemento de A: mx como me N talque k-x<mx<k .. (1) 


Pues si así no fuese, entonces se tendría que nx<k-x, YVnxe À = k-x seria cota 


superior de A lo cuál es falso. 
Luego de (1) = k<(m +Dx = k<mx, con m=(m +De N 


lo cuál es absurdo, pues siendo k = Sup A debería tenerse mx <k, de esta manera el 


principio queda demostrado por el absurdo. 


Ejemplo.- Probar que el conjunto A= E; ne N) es acotado. 
n 
Solución 


E | 
Ubiquemos los elementos de A en una recta para x=—, ne N. 
n 


n=5 n=3 n=2 n=1 R 
ad A Re 1 
n 5 3 2 


Ahora encontraremos el supremo y el ínfimo de A como: 


YVneNsSn2i> (ie a ... (1) 
n 


Cuando n crece los elementos de A se acercan al cero (0) pero sin coincidir con el O para 


ne N de esta observación se tiene: 


Sup(A)= le A inf(A)=0 E À 
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Probaremos que inf(A) = 0, de (1) se vio que O es una cota inferior, si no fuese la mayor 


existiria otra cota inferior k mayor que O y por principio Arquimediano se tiene que existe 


un nç€ N talque O< es <k lo cual es absurdo pues gls A y siendo k cota inferior 
Ho "o 


de A debería cumplirse que k < Ed « de manera que Inf À = 0. 
H 


5.5. PRINCIPIO DEL BUEN ORDEN.- 


Todo conjunto no vacio de enteros positivos tiene un elemento mínimo . 


En general, un conjunto de números A es bien ordenado si todo subconjunto no vacío de 
A posee elemento mínimo así por ejemplo, el conjunto de los números enteros positivos 
es bien ordenado, por ejemplo el sub conjunto formado por todos los números enteros 
positivos impares tiene elemento mínimo 1. 


5.6. MENOR ELEMENTO Y MAYOR ELEMENTO DE A c R.- 


DEFINICIÓN.- “a” es menor elemento (o primer elemento) de A, síy sólosiae Ay 


“a” es cota inferior de A. 


DEFINICIÓN.- “b” es mayor elemento (o ultimo elemento) de A, síy sólosibe Ay 


“pb” es cota superior de A. 
NOTACIÓN.- a=Min(A) |; b=Máx (A) 
Ejemplo.- Sea A=[0,2> entonces “O” es un menor elemento: O = Min (A) 
2 no es mayor elemento, puesto que 2 & A 


Ejemplo.- Sea B=N, entonces O es menor elemento de B y no existe elemento 


mayor de B. 


Ejemplo.- Sea A= Eme Z*) entonces À Min (A), 3 Máx (A)=1 
: n 
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OBSERVACIÓN.- 


(1) Todo conjunto finito tiene mínimo y máximo. 


(2) Todo intervalo cerrado tiene mínimo y máximo. 


(G) Todo intervalo abierto no tiene mínimo ni máximo. 


5.7. -PROPOSICIÓN.- 


Todo AC Z*, AQ tiene menor elemento, acotado inferiormente. 


lro. 


2do. 


3ro. 


dto. 


Sto. 


6to. 


7mo. 


8vo. 


Demostración 
Sea ACZ*,A+4y acotado inferiormente (hipótesis) 
Entonces Ja =inf(A) (por el axioma del ínfimo) 
Luego a<x, Vxe A (definición de inf(A)) 


Además o.+ 1 no es cota inferior de A (pues de lo contrario si fuera así O no seria 
la mayor de las cotas inferiores) 


Si(Vxe A, «+1<x) definición de cota inferior. 


IxeA talque a+1>x 
Así xwela,a+l> (esdecir «sx <a+1) 


xo será el menor elemento de A (pues x,€ À por 6to) como A Cc Z entonces 


todo entero menor que x, no puede estar en A. 


5.8. SUB CONJUNTOS INDUCTIVOS DE R.- 


DEFINICIÓN.- Diremos que A CR es un conjunto inductivo sí y sólo si se cumple: 


i) 


le A ii) xeA > x+le A 
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NOTA.- Sino se cumple ninguno de los dos o alguna de ellas, no es conjunto inductivo. 
Ejemplos.- 

(1) El conjunto A=Z” es un conjunto inductivo. 
Enefectio: ii) leZ* 
ii) xeZ' > x>0 
> x+1>1>0> x+leZ* 
(2) El conjunto A = N es un conjunto inductivo. 
En efecto: i) leN 
à) xeN > x20 
=> x+12120 > x+1eEN 
(3) El conjunto A = [-2,+> es un conjunto inductivo. 
En efecto » le(f2Z,mu> 
à) xe[-Ze> > x22 
> x+12-122 > x+le [-2,00> 
(4) El conjunto A=N-([101) no es inductivo. 
Enefecto: à) 1eN-(101) 
ii) xeA>x+1€A 
100 A 7» x+1=100+1=101g A 
* no es inductivo 
(5) El conjunto A = [0,2>UN no es inductivo. 


En efecto: 1) le A 
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qe leA =» PRA 
4 4 


—— 2-0 unem 
0 1 2 3 4 5 


bjo 


5.9. EL PRINCIPIO DE INDUCCIÓN MATEMÁTICA COMPLETA.- 
Este principio establece que dado un subconjunto de enteros postivos S c N tal que: 
i)  Elnúmero | perteneceaS (le S) 


ii) heS entonces h+1 ES emonces S coincide con el conjunto de los enteros 
positivos, es decir S = N 

Este es uno de los métodos que se utiliza generalmente para demostrar la validez de 

proposiciones que incluyen todos los valores de n. 


Ilustraremos este método mediante un ejemplo puramente intuitivo. 


Supongamos que tenemos una escalera con un número indefinido de peldafios y queremos 
demostrar que podemos subir hasta un determinado peldario cualquiera, esto podemos 
hacerlo si conocemos dos hechos: 


a) Podemos subir el 1º peldafio. 


b) Si estamos en un peldafio cualquiera podemos subir al peldario siguiente; de a) 
sabemos que podemos subir al primer peldario y de b) sabemos que podemos subir 
al segundo peldario, nuevamente de esto y de b) sabemos que podemos subir al 3º 
peldario, eic. con el propósito de generalizar este razonamiento a otras cosas 


similares, veamos un ejemplo numérico, esto es: 


1+3=4=2º 


1+34+5=9=3º 
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1+4+5+7=16=4º 
podemos demostrar por inducción completa que: Y n € N es válida la proposición. 


P(m)=1+3+5+..+(2Qn-D=nº 


5.10. TEOREMA 1 (PRIMER PRINCIPIO DE INDUCCIÓN).- 


SiS es un conjunto de todos los números naturales n que satisface la propiedad P(n) es 
decir: 


S=(ne N/P(n)es verdadera) si se cumple: 


(1) les (2) Sine Sentonces n+lES 
Demostración 
Debemos demostrar que el conjunto S es igual al conjunto de todos los números naturales. 


Sea T el conjunto de todos los números naturales que no están en S ahora veremos que T 
es el conjunto nulo, para esto supongamos que T no es nulo, entonces por el principio del 
buen orden, T tiene un elemento mínimo ae T, como 1€ T, entonces az 1l,a-l 
es menor que a, entonces a-1gT => a-lesS, pero entonces por la parte 2), 
a=(a-l)+1esS, lo cual contradice a que a € T de donde T es nula, concluyendo que S 


es el conjunto de todos los números naturales. 


5.11. TEOREMA 2 (SEGUNDO PRINCIPIO DE INDUCCIÓN).- 


Sea P(n) una propiedad asociada a n, para cada entero n. si son verdaderos: 
D P() ii) Ph) > Ph+1), Vh2l 
entonces P(n) es verdadera para todo entero positivo n. 


Demostración 


Sea S el conjunto de todos los enteros positivos n, para los cuales P(n) es verdadera, S 
satisface la hipótesis del teorema 1, por lo tanto S contienen a todos los enteros positivos, 


es decir: P(n) es verdadero para todo entero positivo n. 
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5.12. DEFINICIÓN.- 


La suposición de que n € S o lo que es lo mismo la proposición P(n) es verdadera se 


llama “hipótesis inductiva”. 


OBSERVACIÓN.- En la hipótesis (1) del teorema decimos 1 E S, equivalentemente 
P(1) es verdadera, como S es un conjunto de números naturales o 

enteros positivos, por el principio del buen orden, tiene un elemento mínimo, 

naturalmente ese elemento no necesariamente es 1, puede ser cualquier otro n > 1. 


EJEMPLOS DE DEMOSTRACIÓN POR INDUCCIÓN.- 


m(n+1) 


(1) Probar que: 1+2+3+..+n= ;VYn2l 


Solución 


Vn2>1 severifica P(n)=1+2+3+..+n Pctied | 


=1 es verdadero 


i)  Paran=1 comprobaremos que se verifique: P(l)=1= Sao 


ii) Para n=h, P(h)= 


aero ) es verdadera por la hipótesis inductiva. 


iii) ahora probaremos si P(h) es verdadera entonces P(h + 1) es verdadera. 
En efecto tenemos: 


Pl(h+D=1+2+3+..+h+(h+D = PQ) +(h+1) 


hipotesis inductiva 


e +1) (h+ DICh+1)+1] 


— hXh +1) 
2 2 


>> +(h+D) => (h+2) = 


por lo tanto la proposición es válida Yn2>1 


n(n+1) 


1+2+3+..+n= .Yn2l 
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Eh LU + fm 


(2) Probar que — a. , YnezZ*. 
E 3 34 n(n+1) n+l 








Solución 


1 n 





Como V ne Z* se verifica PE rc ho 
1H 23 "44 n(n+1) n+4l 


à) | paran=l, comprobaremos que se verifica: P(l) = -s se verifica 


ds st 
12 dida 12 


à) para n=hbh, P(h)= = es verdadera por la hipótesis inductiva. 
+ 


di) ahora probaremos que si P(h) es verdadera entonces P(h + 1) es verdadero. En 


efecto tenemos: 


didi past 
12 253/2314 h(h+D (h+D(h+2) (h+D(h+2) 
mana an 


hipotesis inductiva 


h 1 co hHh+D+1 h+1 00 h+1 


desde (AHIXHA+D (h+D)(h+2) h+2 “[A+D+]] 
por lo tanto la proposición es válida para n=h +41 


G) Probar que nº +2n es divisible por 3. 


Solución 
Sea Pin)=n'+2n 
D Sin=l, P(1)=1+2=3 es divisible por 3. 


à) Para n=h,se supone que: P(h)= h* +2h es divisible por 3 (o sea que P(h) 


es verdadera por hipótesis inductiva). 


ii) Para n=h+ 1,se debe probar que P(h + 1)es divisible por 3. 
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P(h+D=(h+D +Ah+D=(h> +2h)+3h? +h+1) 


los dos sumandos es divisible por 3, el primero por la hipótesis inductiva y el 


segundo por tener como factor a 3. 


P(h+D=Im+Hh? +h+D=Km+h? +h+1) 
Luego P(h + 1) es divisible por 3. 
Por lo tanto se concluye que: P(l)es V y P(h)es V entonces P(h+ 1)es V 
Probar que: 5” 47, es divisible por 8. 
Solución 
Sea P(n)=(ne N/5?" +7 es divisible por 8) 
D Para n=i, P(D= 52+7=25+7=32=8(4) es divisible por 8. 
Luego P(1) es verdadero. 


Hi) Para n=h se supone que P(h)= 5% 47 es divisible por 8, por la hipótesis 
inductiva. 


iii) Para n=h+ 1, debemos de probar que P(h + 1) es divisible por 8. 


Ph+D=54"D47=52584+7=58 474245 = (5847) + 803.5!) 
tm 


— 
es divisible por 8 es divisible por 8 
por la hipotesis por tener factor 8 
inductiva 


Luego P(h + 1) es divisible por 8. 
Porlo tanto P(l)esV y P(h)es V entonces P(h + 1) es V. 
Probar por inducción que 2" 28(n-2), Vn24 
Solución 


D para n=4, 2º >8(4-2)=16=2º se verifica es verdadero. 
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ii) 


iii) 


para n=h, 2º >8(h—2) es verdadera por la hipótesis inductiva. 
Ahora probaremos para n=h + 1. 

2h =22">28(h-2)=8.2(h-2)>8[(h+1)-2] 

puesto que para h24 =» h>3 


=> 2h-4>h-1 => 2h-2)>h-1 


por lo tanto se concluye que: 2” >8(n—-2), Yn24 


(6) Probar que: 117*2 +122"*! tiene como factor a 133, Vn>1 


Solución 


E 


Sea P(n)=([ne N/11"*2 +122"*! | tiene como factor a 133) 


1) 


ii) 


iii) 


para n=1, PO=11"2 4122 =17º +122 =133(1+12) 
Luego P(1) tiene como factor a 133 se verifica es verdadero. 


para n=h, P(h)=11"*? +12?» tiene como factor a 133 por la hipótesis 


inductiva es verdadero. 

ahora probaremos para n=h+ 1. 

Blade NÉ 2 AA AE 2 Da! Ad 12 
= Muqui? 1201 + (122 = 11). 12 epa rs 1220) ) 4493.1228! 


el primer término de la derecha tiene como factor a 133 por la hipótesis 
inductiva y el segundo término tiene como factor a 133 con lo cual se concluye 


que 117*2 4122"*! tiene como factor a 133. 


(7) Probar que: 10” + 34"*2)+5 es divisible por 9. 


Solución 
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P(n) =10º +X4"*2)+5 es divisible por 9. 
Para n=1, P()=10+%4")+5=Y23)es divisible por 9. Luego P(1) es verdadero 


Paran=h, P(h)= 10º + (qa )+5 es verdadero por la hipótesis inductiva. 
Ahora probaremos para n=h + 1, es divisible P(h + 1) por 9. 


P(h+D=10""! +3(4""2)+5=10.10" 43412 4+5 
=10"+X%4""2)+5+94"*2) + 9(10") = P(h) + 94"? +10") 
DM 


el primer término de la derecha P(h) es divisible por 9 por la hipótesis 
inductiva y el segundo término es divisible por 9 por tener como factor a 9 
por lo tanto P(h + 1) es divisible por 9. 


Es decir P(1) verdadero y P(h) es verdadero entones P(h + 1) es verdadero. 


Demostrar que 2" <n!,Yn24 


Solución 


Sea P(n)=([ne N/2" <n!) 


i) 


ii) 


iii) 


Para n=4, P(1)=2º <n!=1.2.34=3.2º se verifica 
Para n=h, P(h)=2" <h! es verdadero por la hipótesis inductiva. 
Ahora probaremos para n=h + 1 que P(h + 1) es verdadero es decir: 


P(h+D)=2"*! <(h+1)! es verdadero, en ctecto, 
Vh>24 > h+1>4, luego2.2! < 22.2" <h!(h+1) 
Luego 2"*! <(h+1)! de donde P(h+1)=2"" <(h+)! 


Es verdadero por lo tanto se concluye que: 2" <n!,VYn24 
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O) 


Probar que: 327*2 + 26"*1 es múltiplo entero de 11. 
Solución 

Sea P(n)=[ne N/32*2 42%] es multiplo entero de 11) 
7 Para n=1, P0=3º+2" =11(19) es verdadero. 
ii) Para n=h, P(h)=3*? +29 es verdadero por la hipótesis inductiva. 
ii) Para n=h+1, probaremos que P(h + 1) es un múltiplo entero de 11 es decir: 

P(h+) = 3UDH 4 UA DH = 9 3842 4 64 264 

= 9632 + 2% y + 11(5(28*!)) =9P(h) + 1ES(26 1] 


el primer término de ja derecha es múltiplo entero de 11 por la hipótesis 
inductiva y el segundo término es múltiplo entero de 11 por tener un factor 11. 


Por lo tanto P(h + 1) es un múltiplo entero de 11 con que concluye que P(h + 1) es 


verdadero. 


Probar que para cualquier número real P>-1 y cualquier entero positivo n, 
d+p)”" 21+np 


Solución 
Sea P(n)=(ne Z' d+p)" >l+np) 
i) Para n=1,PM1l)=1l+p>21+p es verdadero se verifica. 
ii) Para n=h, P(h)=(1+p)! 21+hp es verdadero por la hipótesis inductiva. 
li) Ahora probaremos que para n=h + 1; P(h + 1) es verdadero. 
P(h+D=(+ py = (+ pd+p)zd+hpyXi+ p) 


=I+p+hp+hp”? 21+(h+Dp 


506 


Eduardo Espinoza Ramos 


Luego P(h+1) = (1+ p) e Sa (h+l)p se verifica por lo tanto P(h+1) es verdadero 


Sea (x,/neN] un conjunto de números reales tales que x =V60, 


Xu 5 3/x, +60, Y n > 1, entero entonces probar por inducción matemática que 
Xn<4,VYnenN. 
Solución 


i) Paran=1, x =360<Y64=4 > x, <4 se verifica. 
ii) Para n=h, x, <4 es verdadera por la hipótesis inductiva. 


iii) Ahora probaremos para n=h +1, xp, <4 se cumple: 
x <4 > x, +60<60+4=64 =» 3x, +60</64=4 


Xn1 = 3/44 +60<4 => xy <4 es verdadero 


porlo tanto x, <4, VneN 

Probar que x! + y?" es divisible por x+y,V n21 
Solución 

Sea P(m=(ne N/x"! + y?"" es divisible por x+ y) 

i) Para n=l, P(lD)= Ra yº1 =x+)y se verifica. 


ii) Para n=h,P(h=x"" +» 2h-1 és divisible por x+y por la hipótesis inductiva. 


iii) Ahora probaremos para n =h +1, P(h + 1) es divisible por x + y, en efecto 
tenemos: 


E = Es 2 2h 
P(hA+I) = xD 4 y MDA = 2h + =22281 42. 


2 


2 2h- 2 2h- 2 aQhs 2 2h 
=x dy a uy y 1+y . 


= a ya (al o ya! = y2P(h) + (x + yr = 320 
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el primer término de la derecha es divisible por x + y por la hipótesis inductiva 
el segundo término es divisible por x + y por tener como factora x +y porlo 
tanto P(h + 1) es divisible por x + y. 


5.13. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Ejercicios de Conjuntos Acotados. 


Si A *4, Bxqú, dos conjuntos acotados superiormente tales que Ac B, probar 


que Sup A < Sup B. 


Si Azy. Bsé& son dos conjuntos acotados inferiormente tales que Ac B probar 
que Inf (B)< Inf(A). 





o 0, 0- 








= 1 
Hallar supremos y el ínfimo de ral É e ni CE que 9) 
3n+4 3n+8 
Rpta. supA)=-5. inf(A)=-2, sup(B)=4, inf(B)=0.2 
(9 Determinar el supremo y el ínfimo si existen en cada uno de los ejercicios. 
a) A=(xeR/xº <9) Rpta. SupA=3, InfA=-3 
b) A=(xeR/21+4x-x? >0) Rpta. SupA=7, InfA=-3 
à As edi Rpta. SupÃ=5. InfA=-7 
3-2n 
d) A=(xeR/x2-4x-12<0) “ Rpta. SupA=6, InfA=-2 
e) Az=(txeR/|xl||x+1|<2) Rpta. Sup A=1, InfA=-2 
D A=(xeR/|6+x-x?|<6) Rpta. SupA=4, InfA=-3 
sai Cos nx 6+4n 
(5) Encontrar el supremo y elínfimo de A=[—— fne NJ), B=( Ine NJ 
2+n 2-7n 
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Rpta. sup(A) -— » inf(A)= E » sup(B)= -- +» mí(B)=-2 
Hallar el supremo y el ínfimo si existe de: 

A=(xe R/xº-4x-12<0), B=([x? -4x-12/xe<-00,00>) 

Rpta. Sup(A)=6, Inf(A)=-2, Sup(B)= 4, Inf(B)=-16 


Dar un ejemplo de dos conjuntos A y B, mediante intervalos tales que 


Inf (A nB)> Sup (Inf(A), Inf(B)). 

Determinar el supremo y el ínfimo si existe de los siguientes conjuntos. 

a) A=(xeR/|4-x|>x) bb A=(xeR/|xº-4]<16) 
o) A=(xeR/|x+6]+]3-x|=9) d)  A=(xeR/|x)+2x-4]<7) 
e) A=(xeR/|x-8|]-|4xº -1|<0) 

Demostrar por inducción matemática. 

1+3+5+..+(2n-D=n? 


di n 


E E ” 
13,35 547 Qn-I(2n+1D) 2n+4l 


Ea dd A 
pi E 
2+4+6+...+2n=n(n+ 1) 


3+6+94+..43n= E (n+) 


Ee o 1 n 


E EA a o 
25. 58 Ball Gn-1(3n+2) 6n+4 





1 
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3" —1 
2 


É 


ds supe 


124234344. +n(n+)=5(n+D(1+2) 


1 1 l 1 co mn+3 


1.12 +232+3.5º +... +n(2n-)? =p (n+16n? -2n+1) 


P+43 +55) +. +Qn-D)) =nº(2nº —1) 
2 +43 46) +... +(2n)) =2nº(n+1)º 


P+P +45 +... +(Qn- 1)? = (4 -1 


1.3+ 244354. +0n+2=(n+X2n 47) 


2.543,6+474.+(0+Mn+9)=5(n+4Xn+5) 


OO OCDODO OCO 


1 1 l 1 n 
+— +— +...+ 





12 2 34 ” n(n+1) n+4l 


ais | cc nQn+5) 
3.5  nn+2) 4n+1Xn+2) 





| 

= fe 
1.3 24 
124202 435º + end" sql" 


1.3+3.32 +53 +... +(Qn-D3" =(n-D3! +3 


GOO O 


Es ] n-—l 


E É + —— = +VYn22 
4.6 6.8 2n42n—-1) 4a 





Es 
2.4 


Pruébase que: sí x>1 y ne Z” entonces x” >1 


O) 


123 234 345” n(n+1Xn+2) 4n+Xn+2) 
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Pruébase que: sí x<0 y ne Z* entonces x?! <0 
Demuéstrese que: 
a) (ab) =a"b”, VYnezZ* bi (a?) =a”, Vnez* 


VPER,P>1y VnezZ”, pruébase que: (1+ p)” O pº 


O OO 


KH 


La] 
. 


Probar por inducción matemática que: 
5” 21+4n, Yn2>2l 3” >1+2n, Vn21 
n!22".VYn24 2h”, YRES 


4º >nº,VYn25 2º" es divisible por 15.n 21 


890800 


4" —1 es divisible por3, n21 3%" + 7 es divisible por 8, V n21 
22" +5 es divisible por8, n21 

3n? +15n+6 es divisible por 6,n2 1. 

32"*3 + 2"*2 tiene un factor al número 7, Vn 21 

nº +n esdivisiblepor2, VYn>1 (3) nº —n es divisible por 3, V n 21 
nº —n es divisible por5, Vn>1 (15) n! —n es divisible por 7, V n 2] 
32n+2  2r+ es divisible por 7, Vn21 

gar gi 2"*3 es divisible por 7, Vn 21 

22"+1 4 32"+1 es divisible por 5, Yn 21 


3.521+! 4 2274] es divisible por 17, Yn 21 


32n+2 4 28"+! es un múltiplo de 11. 


COCOOVOVOOOVDO OO 


In-— 2n- Pe 
Demuéstrese que a + b es un factor de a”! + b*""!, para todo entero positivos n. 
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5.14. SUMATORIAS.- 


A la suma de los n números a,,,....,G, esdecir: aj+a,+...+a, , representaremos por 
n 


la notación ) a=0W+a,+..+a,, que se lee “sumatoria de los a, desde i= 1 hasta 
i=] 
i=n”,a 1 se denomina limite inferior, a “n” se denomina limite superior y el símbolo L 


se Ilama signo de sumación y es la letra Griega mayúscula del alfabeto Griego. 


Por ejemplo a la suma de los 5 primeros números enteros positivos impares se puede 
expresar así: 
5 


E) 
Da=D i-p=1+3+5+7+9=25 


i=l i=1 


GENERALIZANDO.- Consideremos m y n dos números enteros de tal manera que 


m<ny funa función definida para cada ie Z dondem<i<n. 


Luego la notación ” fq). nos representa a la suma de los términos f(m), f(m + 1), 


i=m 


fim + 2)...., f(n) es decir: 10 = 100 + ftm+D+ ftm+D+..+ fm) 


= 


Donde i es el índice o variable, m es el limite inferior y n es el limite superior. 


é 

i i 1 42 345 6 
Ej lo.- Sí D)= Ê => +>+—-+>+— 
jemplo í FC) e , entonces: ras rs + a de dic ae 


i=l i= 


5.15. PROPIEDADES DE LA SUMATORIA.- 
(1) 2h =nk , k constante cualquiera. 
i=l 


Demostración 


St- É atoa srs 
= n-veces k 
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(2) >: 1045 ro) 
i=] 


i=] 


Demostración 


> FO=KIDASD+HSD++k f(n) 


=k (AD + 2) +13) +. +Am)= 3 fio 


i=l 
n+l n 
O Sro- >ro+ fa+) 
i=l i=1 


Demostración 


Aplicando la definición de sumatoria se tiene: 


n+1 n 
Srm= fm+fm++fm+ f(n+1) = 5 10+f0n+) 


i=] i=] 


(4) Susan) ro: so 
i=l 


i=1 Ei 
Demostración 


La demostración se puede hacer por definición de sumatoria pero también se puede 


demostrar por inducción. 


1 1 1 
D Para n=1, po PAO EO RO ESTO ES + IO+D 80) luego se verifica. 
1=1 


i=l =] 


Por lo tanto es verdadero. 


h h h 
ii) Para n= dh, DO+s]=5 f0+5 em) es verdadero por la hipótesis 


i=l i=l i=] 


inductiva. 


iii) Ahora probaremos para n=h + 1, en efecto: 
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h+1 


h 
Suwteo) - SQuoeAA+D+g(h+D) 


i=i i=] 


h h 
Sw S ed+fh+DEeth+ 
i=1 j=1 


h h 
ID fO+ FADE 2O+s0+D] 


i=l i= 


h+1 h+1 


= > TÃO) o, g(i) (por la propiedad 3). 


i=l i=] 


Con la cual queda demostrado. 


> ro- $r-o 


i=a+c 


b-c 


3 r0-5, nero 


i=a-c 


Sua- FfG-D]=f(n)-f(0) (1º regla telescópica). 


i=l 


o asseêe 


i=k 


O 


i=l 
100 


Ejemplo.- Hallar el valor de Sc E 
E 


i=l 
Solución 


Mediante la regla telescópica se tiene: 


3 FO-fái-D]= f(n)-f(k-1) (1º regla telescópica generalizada). 


31 fú+D-fú-DI= f(n+D+ f(n)- FO) f(0) (2º regla telescópica). 
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bee = fú-n =], entonces se tiene: 
1+1 Í 


100 
1 100 
ep NS E See tfd E == 
) (E Ly= DX ( 2 (f(100)- f(0)) = Go D 101 


40 
Ejemplo.- Hallar el valor de x (V2i+1-2i-1) 


Solución 
Aplicando la regla telescópica se tiene: f()=vV2i+1 = f(i-l])=2i-1 , dé donde 


40 
> za —-V2-D=f(40)-f(0)=81-V1=9-1=8 


Ejemplo.- Hallar una fórmula para la sumatoria b% 
is] 
Solución 
Aplicando la regla telescópica se tiene: 


Sist -sy= TO & Sos -sy=s"=s 


1=] i=] 
>: =5(5" 1), de donde se tiene: Ee sa 


Ejemplo.- Si p,g,4;.b;€ R, probar para todon e N que: 


em Bon se Baer Sr 


i=l i=] 


Solución 


Aplicaremos la propiedad x +yº >2x, Vx, ye R 
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1 
D para n=i, 29 ab =2pga,b, = Uga)kph,) < (ga)? +(pby)? 


i=] 
l ) 
euenõe 
i=] i=] 


h h 
hi) Paran =h, 2pa 5 ab) se + Sb es verdadero por la hipótesis 
i=] is ist 
inductiva. 


iii) Ahora probaremos para n=h+ 1, en efecto: 


h+] 


2pg Da b, = ema b; EE 2PGGp Dh+1 
i=t Ei 


h h 
2 2 MP 2 2RRO 
<(g EA +p Mi D+ (gaga + p'bi) 
h+1 h+1 


=q "Da +ai)+ p 3 +Hial= = DD + PS (por la propiedad 3). 


i=l 
Con lo cual queda demostrada. 


Ejemplo.- Probar YWne N, Docas yP < E” a? > b?) (Desigualdad de CAUCHY 
= i=l i=h 
— SCHWARZ) 
Solución 


) Paran=1, aibi <(ajXb,) se verifica es verdadero. 


h h 
à) Para n=h, > b, ÉS A a? «Db? es verdadero por la hipótesis inductiva. 


i=l i=] 


ii) Ahora probaremos para n=h + 1, en efecto: 


h+) h 


tia b, e De b, tab” = De b, á +20, Pp Dad +diabia 


t=] 
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h h h h 
< D4 XD D+ > a +aza Db +taR bi 
t=1 = 1=1 


i=] i 1=1 


h h h h h 
DIO tia) + ah E ie) =D AÊ ta) É + ia) 
| i= t=1 =] i=] 


h+1 h+1 h+1 h+1 


DD) d Sa? SD DD 
i=l 


1=1 i=1 


i= i= 


con lo cual queda probado la desigualdad 


5.16. FÓRMULAS DE LA SUMATORIA.- 
 n(n+l) a n(n+DQn+) 
O tp O 2-1 


- 2 2 u 3 Dad 
GQ) Di = (n+1) O) > a n(n + D(6n = +n-1) 


4 
i=l i=] 
Demostración 
(1) Existen varias formas de hacer la demostración, una es mediante la inducción, otra 


mediante la regla Telescópica y otra la que demostraremos en la forma. 


n 


i=l+2 + 3 +.+(n-D+(n-D+n 
Pe eo ON E 
+ + q + + % 


n 


Sji=nen-nem-D+.+ » ge Pos d 





25 = (n+D+m+D++ DA ++ D+0+D+(n+) 


i=1 n-veces (n+l1) 


j a : e co un(n+]) 
Entonces se tiene: 25; =n(n+1) Re Di “E 


1=1 
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(2) La fórmula (2) demostraremos aplicando la regla Telescópica. 


Si+ D'-PI= f(m)- f(0), de donde f(i)=(i+ D'>5 fi-D= i? entonces se tiene: 


n 
Su + Dn) = =(n+ ” —1, desarrollando se tiene: 
i=l 


ze PTP) pl Ss 37 E) DE Hm 


+ 6H na (+11 


as =(n+1) En D=(n+D =(n4Df(n+ 1)? a 


i=l 


a 2409,03n,- n(n+Qn+1) Oo mn+Qn+D) 
35 =(n+IXnº +2n di EM >; a SM 


ist i= 
NOTA.-Las fórmulas 3) y 4) se deja como ejercicio. 


EJEMPLOS DESARROLLADOS.- 


Lu 
(1) Hallar una fórmula para la sumatoria Bino) 


i=l 
Solución 
Aplicando propiedad de logaritmo se tiene: 


Sin) = Inc) + In(2) + 1n(3) +... 4 Ino) = n(1.2.3...0) = Inn!) 
t=] 


à Dino =m0i) 
i=h 
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n 


Hailar una fórmula para la sumatoria z , 


da (i+ Di)! 


Solución 


Multiplicando numerador y denominador por i, es decir: 


: 1X i Oi XML Wit 1 
Denatran Dei e i+D! — Cn GD? 


i=l i=] 

















Fis Lo 4 1 (n+DH1 
= Re = ERA cad fis 
— G CDO e Er ent ) ED 


1=1 
n 


3 1 An+DHI 
Í G+DG-D!  (n+D! 


i=l 


Lu 
Hallar una fórmula para la sumatoria bia 


it 
Solución 


Mediante la regla Telescópica se tiene: > se -5)= f(m)- f(O) donde f(i)= dida 


i=1 


as -S')=5"*! 5, simplificando ss, $=5(5"—1) 


i=1 is] 
por lo tanto: 3 E 
j=1 


n 
Hallar una fórmula para la sumatoria 2 


Solución 
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Aplicando la regla telescópica se tiene: Sa +D-iM= f(n)- f(0) de donde f(D)=(i+1)! 


> ai! FO Sjar-D=m+! -1 de donde 5 ist=(n+DI-1 
ia 


nm 
Hallar una fórmula para la sumatoria ) sen(ix) 


i= 











Solución 

Usando la identidad: cos A+cos B =-2sen( E E É, sen( — A aa 61) 
De donde haciendo la sustitución se tiene: 

A+B 

sá A+B=2ix 
resolviendo el sistema: 

A-B A-B=2x 

A=(i+hbx; B=(i-lx (2) 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: cos (i+ l)x- cos (i- l)x=-2 senix.senx 


aplicando la sumatoria a ambos miembros: 


3 [costi + Dx—cos(i—1)x]=-—2 sen > sen(ix) 


j= is 
y mediante la segunda regla Telescópica se tiene: 


n n 
cos(n+1l)x+cos(nx)-cosx—1=-—2sen >, sen(ix), despejando > sencin) se tiene: 


n 
k I+cosx—-cosnx-—cos(n + Dx 
sen(i)=>"—————————— 
2sen x 
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(6 Hallar una fórmula para la sumatoria D senhesix) 


=] 
Solución 


Mediante la segunda Regla Telescópica se tiene: 


> lcosh Otis 1)x- com 9(i-=1]= coshó(ns-1)iscodidnm=cosh9x=1 


2 senh(9x) D senh(9ix) = cosh 9(n + Dx + cosh(9nx) — cosh9x— 1 


i=l 


n 


D senhegix) = cosh Mn + 1)x + cosh(9nx) — cosh9x — 1 


= 2senh(9x) 


5.17. NOTACIÓN DEL PRODUCTO DE n NÚMEROS..- 


Al producto de los n números a,,0,,03,...,Q,, es decir: q,.0,.G;...4, representaremos 


por la notación: 


n 


| | a; =0,0,.05...4, 


i= 


que se lee el producto de los a; desde i= 1 hasta i=n, donde a “1” se denomina limite 


66,497 


inferior, a “n” se denomina limite superior y al símbolo x se llama “Pi” y es la letra 


mayúscula griega. 
Ejemplo.-  Hallar los 5 primeros números enteros positivos impares. 
Solución 
5 


5 
[fa=[[e-v=13579-98s 


=] i=1 
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GENERALIZANDO.- Si fes una función definida para ie Z, donde | <i<n,la 
notación HH f(i) nos representa al producto de los términos 


u=1 


fe DD. 2), 143), .... f(n), es decir: 


HH FD=IDLDI...fm) 


donde i es el índice o variable, n es el limite superior. 


j 1238456. )d 
Ejemplo.- S ES ntonces: Li-iidsds-s 
so de [bo-[ Mi SINES 7 


OBSERVACIONES.- Sim ynsonenterostalquem<ny a, representa una 


expresión en i. entonces: 


(1) [- [los (2) To =a. 


i=m 


a n 
G) [e = Um A, 41 An+9--A, (4) 0! = 1.2.3.4...n = nº 
i=l 


5.171. TEOREMA.-- T- b= T- JP 
i=] i=l 
Demostración 
La demostración es por inducción. 


Sin = 1, entonces por definición se obtiene: [ | a;b, =ayb, = I- I | b; 


t=] i=] 


h h h 
Sin=h, | | ab, = IH] | b, es verdadero por la hipótesis inductiva 
i=l i=l i=l 
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Ahora probaremos para n=h + 1, en efecto: 


h+1 


DEZ = Leto = Ted [ass 
is ist iai 


h+1 h+1 


= Leoa [04 = RR 
ia i= = 


por lo tanto, para todo entero positivo n. 
n Lu n 

DE = [| | b, 
i=] i=] i=] 


5.17.2. TEOREMA.- Sic es una constante, entonces E =” 
i=1 


Demostración 


mn n 
Sea c=c,, para todo i, entonces [ | c= ! | Cc; 
is) 


i=1 


1 
Sin = 1, entonces por definición se tiene: | | PeRETR = 


i=l 


h 
Sin=h, | | c;=c* es verdadero por la hipótesis inductiva 


h+1 h 

] | i | h h+1 
Ahora probaremos para n=h+ 1, en efecto: c, =( Gee 6=€" 

i=] =] 


Lu 
por lo tanto: | ; =c”, esto es, para todo entero positivo n. 
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5.17.3. TEOREMA.-  Sices una constante, entonces: 


Lu n 
Rae 1) 
| | ca, =€ | | a; 
i=] i=l 


Demostración 


La demostración se deja como ejercício para el lector. 


5.18. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


I. Hallar el valor de las siguientes sumatorias. 
99 
> jm 2 Rpta. 4950 In 2 
j=] 
100 
Sins put Bis 
ma i+2 102 
i=1 
20 
> sa? +2) Rpta. 133.560 
i=l 
25 
» MES) Rpta. 10,400 
t=1 
100 
> sen? (2x) Rpta. tg - Qx)(l-sen 04 2x) 


i=l 


o ooo 0 0 0 
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NI. 


NI. 


i=20 


50 


Ser +i- 


i=14 


a (=! 


Escriba en forma explícita las siguientes sumas: 


>» O Sa- 


S) 
Sea Sua) 
k=1 
E ado (11) Satan! 
k=1 


Hallar la fórmula para cada una de las siguientes sumatorias. 


5—-———— Rpta. 
(a+i-D(a+i) 


i=] 


So Rpta. 
(Ji + 1)X(3i—2) 


Lá 


3--—— Rpta 
(Qi-D(Qi+]) 


iz] 
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pta 7.560 
(o) 


Rpta. 85,359 


(6) Se +3 
5 

O Sia 
ka 


8 
(k+2) 
O Le 


n 
a(n+ta) 
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O O OO 


O O 


O O 0 O 


> 4 
(41-34 41) 


i=] 


iii 
Dc 


n 


i=l 
2 


E t 
bm DCi-1) 


i=l 
L; E 
no n(l+9'(l+i) 
i 


i=2 


R 


> sen” (2x) 


n 


z cos(3ix) 


i=l 


i 
2 +5i+6) 


> InGi)[Ingi + DI] 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpita. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


4n 
4n+1 





In(n + 1)! 


(n-1)2" +1 





Vn+1-1 
Vn+1 
nº+3n+3 

2n+2YXn+3) 


n(n+1) 
2(2n+1) 





1 1 


2n2 (n+Dn(n+1) 


tg 2? x(l- sen? (2x)) 


sen(3n + 3)x + sen(3nx) — sen 3x 


2sen x 


sen" (2x) 


or senx 
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Eai) Rpta. feed o MM 
- 2 (iº 45) 2n+2 qu 


Pruébese cada una de las siguientes fórmulas por inducción matemática. 


n 
Lmnoa 
És kk +1) n+] 


n 


Dt ks n=n? 














kal 
; sen(2nx) 
paid 2 os(2k — 1)x ==>" 
5 (n—1) (3) semi z ess 
k=1 - 
Dk +2 
k'=— 4 2nº + 2 kn 
- ” É á O ge an 
k=] e 
Pruébese que: > sen(2k Dx = 1-cos(2nx) 
2senx 
k=1 
Pruébese que: art = a E , rál 
k=l ais 
Li n 
Pruébese que: sí a, <b,, k=1,23,...,n; implica Da < >» 
k=1 k= 


n n 
Pruébese que: Das |s 2) a; | 
k= k=] 


Hallar el valor de n para que: D+?) = 2a +?) 


i=l i=l 
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(6) Si x=-l , demostrar que Za -xP = 3 -13 x 
' ia i=l i=l 
VI. 
(D Calcular los valores de las siguientes sumas: 
n n 1 n 5 
j b) e 9 Sa 
2 cdi 
k=1 k=1 ksl 
(2) Encontrar en términos de n el valor de: 








a) > - eg di 
Er kk+)D) 1.2 23 n(n+1) 


O 5 AS IP 
= (k+I(k+2) 23 34 (n+1X(n+2) 


c) k d) > ota a at-y 
=] 


l 


o z K+(k+3) 


k=] 


n 


Si | Q; = G,.0,.0;...4, , evaluar 


i=1 


c) hs 


k+4 
= k(k +Ik +2) 


b) O Ci 
- 1 
d |-——— 
) JH TD 
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n 


Si DE = 0,0,.0,..4, , pruébese que: 


E E - iso Loo n+ 
a) [ev=dl» b) RE ->— 


k= 
c) Tc. +b)> H-. JT 
i=l t=] 


i=] 





41 
Obtenga la suma de 3 (3i-1-4/31+2) 
i=1 


10 12 
Si Dae-m=2 y D (sk -15B)=62, Hallar A +B 
k=0 k=3 


n . 
Sí se o) = 72 . Hallar el valor de n 
i=l 


5 ) 
Si Sai+b=7 y 3 (ai+b=20.Hallara-b. 


i=-1 t=1 


4 4 
Determinar a y b sí: 3 ak +b)=10 y Sais =14 
k=0 


Sean A y B números enteros positivos tales que sí: 


A À B 
Se ci Dna yy Sei = 1024 . Hallar A + B 


i=] i=l 
Demostrar los siguientes ejercicios: 
n 


a) [vor=d [or b) Efvo-e[ [ro 
i=] i=1 i=] 
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n+41 n 


o [fo-sesl[o d) [Loso-=| [rol [59 
i=l i=] i=l i=] 


i=i 
n-l n A 
pai as PO di) 
e) [ro=[ rc 1) d LL f(i-D o fO 


89 Do, fú=loe] [r6» 


i=] i=1 





8.19.1. NÚMEROS PRIMOS Y COMPUESTOS.- 


Un número entero “a” es múltiplo de otro número entero “b” si existe un número 
entero “c” tal que a = b.e, de donde se dice que b y c son factores o divisores de 


66.9 


a” y que “a” e s múltiplo de b y c. 


Ejemplo.-. Como 3x 5= 15, el número 3 es un factor o divisor de 15 y el 15 
es un múltiplo de 3. 


También 5 s un factor o divisor de 15 y el 15 es un múltiplo de 5. 


El número 15 también tiene otros factores o divisores, por ejemplo -3 y —S5 
puesto que (-3)(5) = 15. 


NOTACIÓN.- Usaremos el símbolo bja para indicar que “b” es un factor o 
divisor de “a”, 


Sib no es un factor de “a” escribiremos b P a. 


i DEFINICIÓN.- Un número entero diferente de cero y de uno, es un 
número primo si tiene únicamente dos divisores; la 
unidad y al mismo número. 


Ejemplos.- 


(1) 5 es número primo, porque sus únicos divisores son 1 y 5. 
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(2) 11 es número primo, porque sus únicos divisores son 1 y 11. 


ii) DEFINICIÓN.- Un número entero es compuesto si tiene más de dos 


divisores. 
Ejemplos.- 
(1) 4 es un número compuesto, puesto que tiene como divisores a 1,2 y 4. 


(2) 6 es un número compuesto, puesto que tiene como divisores a 
1,2,3y6. 


G) 8 es un número compuesto, puesto que tiene como divisores a 
1,2,4y8. 


iii) DEFINICIÓN.- Seanaz0,a e Z, el número a “divide” al número b y 


escribiremos así: 
alb & JceZib=ac 


NOTA.- (1) alb significa a 40, a divide ab. 


(2) Caso contrario a di b 


(3) Si: alb diremos “a número factor de b” o “a es un 


divisor de b” o “ b es divisible por a”. 


Ejemplo.- (1) 3/-12 puesto que existe c=-4€ Z tal que -12=(-4).3 
(2 5/15 puesto que existe c=3€ Z tal que 15 = 5(3). 
(3) 3 pf 16 puesto que no existe ce Z tal que 16 = 3c 


Ge-Se Zi) 


Ejemplos.- (1) Ila, Vae Z, puesto queexiste c=a/a=a.l. 
(2) ala, Vaz0,a€e Z, puesto queexiste c=1/a=a.l. 


(3) ala, Vaz0, ae Z, puesto queexiste c=0/0=a.0. 
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5.19.2. TEOREMA.- 


(1 Sialb y ce Z entonces a | bc. 


lro. 


2do. 


3ro. 


dto. 


Sto. 


éto. 


lro. 


2do. 


3ro. 


dto. 


Sto. 


Demostración 
alb 
dkeZ/b=ka 
VceZ/ be=(ka)c 


bc=a(kc), Vce Z 


531 


hipótesis 
lro. y definición iii) 
(propiedad en R) 


(propiedad asociativa) 


Sea A=kce Z entonces bc = Aa 


a|bc 


ajb 4 blc entonces alc 


Demostración 


alba ale 


Ik,hbeZ /b=ak A c=ak, 


b+c=ak +ak, =a(k +k) 


Sto. definición iii) 


hipótesis 
lro. y definición iii) 


2do. propiedad distributiva 


Sea k=k+kheZ > b+c=ak 


alb+c, 


4to. definición iii) 


alb 4 alc entonces albx+cy, Vx ye Z 


Se deja como ejercicio. 


alb » bla entonces a=+b 


Se deja como ejercicio. 


abeZ* n a|]b entonces a<b 


Se deja como ejercício. 
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5.19.3. TEOREMA.- (ALGORITMO DE LA DIVISIÓN O TEOREMA 
FUNDAMENTAL DE LA DIVISIÓN) 


Dado a, be Z, con bz0 entonces IJqg,re Z, tales que a=bqg+r, con 
O<r<|b|. 


Demostración 


ler caso: Si b>0 
(1) Sea A=([a-bx/xe Z A a-bx20), construcción. 
A+, pues siaz20 A x=0 dedonde a-bx=a2>0 entonces ac A 
Sia<0 => -a>0 y además b>0O por hipótesis 
IxeZ*/ -a<bx (propiedad Arquimediana) 


>» IJxeZt/a>bx > a>b(-x) 


entonces IxeZ*/ a-b(2)20 > Ja-kXxceA > Az0 
Entonces ACN As Az de(l)y(2) 

3 r= ler elemento de A (del 3) y propiedad del buen orden en N. 
re A, luego r=a-bx, paraalgún xe A (definición de A) 


dixreZ /a=bx+r, con r20 (pues re ACN) falta demostrar 


que r<b, por contradicción. 

Supongamos que r>b (hipótesis auxiliar) 

r=a-bx,2b de 5) y 7) 

r - =a-bx,-b>0 (restando b) 
r-b=a-b(x,+1)20, luego r-be A (definición de A) 


Pero r-b<r (pues b>0) À r-be A entonces r noesel ler 


20000 0000 


elemento de A > //& (4) 
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(12) Luego debe cumplirse que r<b de 11) y 7) 


(3) Así dados a, be Z, bz0, dg=x, reZ tal que a=bq+r con 
O<sr<b de6)y 12) 


2do. Caso.- Si b<0O 
Si b<0O entonces -b>0 (propiedad de números reales) 
(5) JqreZ/a=(b)q+r con O<r<-b (parte ler caso) 


3-qreZ/a=b(-g+r con O<r<]|b| 


(7 Dadosa,be Z con bz0, IJqreZ/a=bqg+r como O<r<]b] de 
13) y 16) falta probar la unicidad de q y r. 


Suponiendo que existen otros g.neZ tal que a=bg+n con 


0<n<|b| y además supongamos que » >r (hipótesis auxiliar). 


Entonces tenemos: a=bg+r=bg+n de 17)y de la hipótesis auxiliar 
b(q-g)=n-r>0 (restando) = b|n-r definición iii) 
= |blln-r (propiedad dela división) > |b|<n-r eae (01) 
de 18) » 0<n-r<|b|-r<|b| (pues r>0) 

> n-r<]bl eee (B) = e (o) 
debe ser n=r, como b(g-g)=n-r=0 > q=q 


OBSERVACIÓN.- Si en el teorema anterior r=0,se tiene a= bq, en este 
caso se dice que la división es exacta, y también se dice 


que no hay residuo y además rinimo =, Ináximo =b-—1 
NOTA.- (1) Si a=bg, siysolosi bla siysolosi r=0. 


(2) Sirz0, a=bg+r con O<r<b > bla 
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5.20. MÁXIMO COMUN DIVISOR: M.C.D.- 





Los divisores comunes de varios números son los números que dividen exactamente a 
todos, es decir: un número n > 1 es divisor común de M y N sin divide a M y también n 
divide a N. 


Ejemplo..  Hallar los divisores de 28 y 36 por separado, es decir: 





| 36 |2,4,6,9,12,18,36 


Los divisores comunes simultáneos son 2 y 4 


Luego el máximo común divisor de 28 y 36 es 4, es decir que es el mayor de los divisores 
comunes. 


5.20.1. DEFINICIÓN.- Sean a, b E Z no nulos simultáneamente. 


El número D > O se llama máximo común divisor (D = (ab)) si y solo si D 
satisface las propiedades: 


D Dla a D|b 
ii) dla a» d|b entonces d/D: d=algún número. 
NOTA.- (1) (00)=0 

(2) SiD existe = Des único es decir: 


Si D=(ab) y D;=(a,b) entonces 


Dja y D|b >DID, 
Dla yD|b > DID 


entonces D =t+tD =» D,=D (pues D>0) 


NOTA.- Máximo común divisor = M.C.D. de a y b = (a,b) 


Ejemplo.- (8,12) =4 
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5.20.2. LEMA 1.- (a,b) = (b,a) 
Demostración 
lro. Sean (ab)=D y (ba)=D, (construcción) 
2do. Dlja 4 D|b de Iro y definición de M.C.D. 
3ro. D|b 4 Dia de 2do y tautologíia 


dto. DI(ba) esdecir D|D, condición ii) de M.C.D. 

Sto. D|b A Djla de ro. definición M.C.D. 

6to. Dl|a A D|b destoy tautología. 

7mo. D,|(ab) esdecir D |D de 6to y condición ii) de M.C.D. 
8vo. D=D, de 4to. y 7mo. 


5.20.3. LEMA 2.- (a,b) = (a,-b) 
Demostración 


La demostración es similar al lema 1, se deja como ejercicio. 


5.20.4. TEOREMA.- Sean a, ben Z no ceros simultâneamente entonces 3 n9,mp en 


Z! D=na+mb; D=(a,b) 
Demostración 


lro. Seanay b enteros positivos (por el lema anterior, siempre se puede tener 
ay b enteros positivos). 


2do. Sea A=(an+bm/nmeZ A an+bm>0) (construcción) 
3ro. ACN (de la definición de A en 2do) 


dto. Azq hastaconsiderar a+be A 


Sto. 3D,=anyt+bm,, ler elemento de A de 3er y 4to y axioma del buen 


orden. 
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óto. D=(a,b) hipótesis 
7mo. Dla A D|b 6to definición de M.C.D. 
8vo. Dlan+bm 7mo y propiedad de la divisibilidad 
9no. DID, Sto y 8vo. 
Probaremos que D,|D por contradicción 


10mo. Suponiendo que DYD (hipótesis auxiliar) 


llvo. a=Dg+r con O<r<D; (teorema de la división) 
l2vo. r=a-Dg=a-(an+bmo)q 8voy llvo 
l3vo. r=a(l-gn)+bl(-am)=an'+bm'I2vo 
idvo. re À  (l3voy4toy definición de A en 2do) 
ISvo. r>D, (D, es ler elemento de À en Sto) 
de donde = //€ lIlvoy l5vo 
lóvo. Luego debe cumplirse D, |b de 10mo y 1Svo 
17vo. En la misma forma D, |b (repetir los pasos LIvo al l6vo) 
i8vo. Dj |(a,b) de 16vo y 17vo y condición ii) de M.C.D. 
19mo. D;|D I8vo y 6to 
20vo. D=D, esdecir: D=an,+bm 


COROLARIO 1.- D=elM.C.D. de a y b es el menor entero positivo de la 
forma an + bm, connme Z. 


Demostración 


Es inmediato del Sto paso del teorema anterior 
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COROLARIO 2.- Sim>O0 entonces (mamb) = m(a,b) 
Demostración 
Aplicando el corolario (1) se tiene: 
D = (ma, mb) = (ma)no + (mb)m, = m(an, + bm) 
=m(a,b) por el corolario 1 


“. (mamb) = m(a,b) 


COROLARIO 3.- SiD>04 D|a A D]|b entonces: as = E qub) 
DD D 
Demostración 

lro. Dja » D|b (hipótesis) 
2do. dxyeZ/a=Dx; b=Dy lro y definición iii) 
3ro. (a,b)=(Dx,Dy) = D(x,y) Corolario 2 
dto. x=£, puê, de 2do. 

D D 
Sto. (x)= (ab) de 3ro. 

b 1 
óto. Ed =—(a,b de 4to y Sto 

( 5 E p (a,b) y 


5.20.5. DEFINICIÓN.- Seana, be Z no ceros simultáneamente: a y b son “prímos 
entre si” o “coprimos” si y solo si (a,b) = 1. 


Ejemplo.- (4,15)=1 entonces 4y 15 son prímos entre si, además 4 y 30 no 
son prímos entre si puesto que (4,30) * 1 


5.20.6. DEFINICIÓN.- aa,...a,eZ son prímos entre sí, sí y sólo si 


(0. 05....,0,) =) 
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5.20.7. DEFINICIÓN.- 1, 3,4, Son prímos entre si 2 a 2 siy solo si (a,.a o =. 


Vizj 


Ejemplo.- 4,10, 15 son prímos entre si puesto que (4,10,15) = 1, pero 4, 10, 
15 no son prímos entre si 2 a 2 puesto que (4,10) * 1, (10,15) 1 


Ejemplo.- 4,9,5y 77 son prímos entre si 2 a 2. 


5.21. LEMA.- 


Si a=bg+r, entonces (a,b) = (br) 


Demostración 
lro. a=br+r hipótesis 
2do. Sean D=(ab), D =(b,r) notación 
3ro. Dja a Dib 2do definición M.C.D. 
dto. D|b A Dir (combinación alb À ajc => albx+cy 


de lro y teorema 5.20.4) 


Sto. DID, 4to y 2do y definición M.C.D. 
óto. Db a Dr 2do y definición M.C.D. 

7mo. Djla n D|b (igual que el 4to paso) 

8vo. D,|D 7mo y 2do definición M.C.D. 
9no. D=D, Sto y 8vo puesto que D,Dj e Z* 
10mo. Luego (a,b) = (b,r) 2do y 9no. 


Ejemplo.- Calcular (1348,72) 


Solución 
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1348 [72 


7  1348=72x18+52 
“68. (1348,72) = (72,52) =4 
576 
52 


PAL ST SE, ER E (E pras 02177 ad 
IMO COMUN MÚLTIPLO. 





5.22.1. DEFINICIÓN.- Seana, be Z nonulos, M>0, M es el mínimo común 


múltiplo de a y b denotado por M = [ab] si y solo si 
satisface las propiedades. 


) alM ybIM à) almy bm > Mim 


OBSERVACIÓN.- Siexiste M= [ab) => Mes único. 


En efecto: Si M=[ab]y M,=[a,b] 
alM A bIM MIM 

Entonces = M=M, 
alM, A bIM, O MIM, 


NOTACIÓN.- 
M = [ab] = es el mínimo común múltiplo de a y b. 
2) M =[9,,0,,...,4,] es el mínimo común múltiplo de a,,05,...,a, . 
Ejemplo.- [8.12]=24 
5.22.2. TEOREMA.- 
(1) Si b es un múltiplo de a,,4;,...,a,, entonces [0,,0,,...,,]|b 
(2) (ab) [ab]=|ab|, Vabe Z 


() [kakb] = k[ab], Vke Z* 
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EAR dd 


(4) SiDla A D|b entonces [ » 
D D 


Demostración 


Queda como ejercicio. 





La forma práctica para saber si un número es prímo es la siguiente: 


lro. 


2do. 


3ro. 


Se extrae la raíz cuadrada del número dado, tomando solo la parte entera. 


Se divide el número dado entre todos los números prímos menores o iguales a la 
raíz entera. 


Si todos los divisores efectuadas son inexactas, el número dado es prímo. 


Ejemplo.- Averiguar si los números dados son prímos. 


(é) 


97 
Solución 


lro. Sacamos la raíz cuadrada J97 =9 


2do. Los números prímos menores que 9 son: 2,3,5, 7 y dividimos: 


97 2 97 97 É 97 VE 


3 
17; 48 , 7 32 + 47 19 28 
l 1 2 6 


3ro. Como todas las divisiones son inexactas entonces el número 97 es prímo. 


149 
Solución 


iro. Sacamos la raíz cuadrada: 94 =] 2 


2do. Los números prímos menores que 12 son: 2,3,5,7,11 y dividimos así: 
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149 |2 149 [3 149 |5 149 [7 149 ju 
1 74 ; 29 49 ; 49 29 : 2 21 E 39 "13 
2 4 6 


3ro. Como todas las divisiones son inexactas, entonces el número 149 es prímo. 


5.24. CRIBA DE ERASTÓSTENES.- 


Es una manera de formar la tabla de los números prímos que no son mayores que 100. 


SERIES 
an [ef Dea 
EU 










Ez 





Z 
x 
; 
E 


EEE 








De 
Go 
X 





sas 


En la tabla suprimimos el 1 porque no es prímo. 

Se toma el 2 el primer prímo (porque es divisible por la unidad y por si mismo). 
Se suprime en la tabla todos los múltiplos de 2 excepto el 2. 

De los que no hemos suprimido, el primer número es 3 que es prímo. 
Suprimimos en la tabla todos los múltiplos de 3 excepto el mismo 3. 


El primer número no suprimido es 5 que también es prímo. 


Suprimimos en la tabla todos los múltiplos de 5 excepto el mismo 5 y así 
sucesivamente. 


Todos los números no suprimidos serán prímos. 
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5.25. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Demostrar que si a y b son enteros positivos tales que a |by bla, entonces a=b. 
Si a.be Z, Demostrar que: sia/by bja > b=ta 
Demostrar que si a,be Z, entonces a|bx + cy 

Si all entonces a=+t1 

Sia,be Z, entonces sia|b & Jalllbl 

Sialbc > al|blc, para a, b ce Z 

Siclaby (bc)=1, entonces cla 

Si (am) = (bm)= 1, entonces (ab;m) = 1 

Demostrar que si ac | bc entonces a |b 

Dado a|b y c|d. probar que ac | bd 

Demostrar que: Si b|c y (a,c)=1, entonces (a,b)= 1. 
Dado que (a,4)=2 y (b4)=2 probar que (a+b, 4)=2. 
Probar quesi (bc)=1 y r]b entonces (r,c)=1. 
Demostrar que: si b|c, entonces (a,b)=(a+c,b) 
Demostrar que: si (a,c) = 1, entonces (a,b) = (a, bc) 
Demostrar que: si alc y blc y (ab)=1, entonces ab]c 
Demostrar que: si (b,c)=1, entonces (a,bc) = (a,b).(a,c). 
Demostrar que: si (abc) = 1 entonces (ab)=1 y (a0)=1. 


Probar que (a2,b”) =c si (ab) EC: 


O 0000000000000000000 


Probar que: si (a,b) = (ac), entonces (a?,b?) =(a2,c)) 
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Probar que: si (a.b) = (a,c) entonces (a.b) = (a,b,c) 
Probar que: si a” |c>, entonces a |c 


Probar que: si bla? -1, entonces b|a!-1 


Probar que si ay b son enteros positivos que satisfacen (a,b) = [a,b], entonces a =b 


00000 


Encontrar los enteros positivos a y b que satisfacen simultáneamente las ecuaciones 
(ab) = 10 y [ab] = 100, encontrar todas las soluciones. 


5.26. LA! 





a) DEFINICIÓN.- La función factorial es la aplicación f: No — N definida por: 


f(O=1 
fD=l 
fh+D=(h+Df(h) si h>1 


el símbolo característico de la función factorial es !, en lugar de f escribiremos h! 


para indicar f(h) por lo tanto: 


0!=1 
!=1 
(h+D!=(h+Dh! 


La expresión h! se lee “factorial de h” ó “h factorial”. 


La función factorial no es inyectiva, puesto que: 0x1 y 0!=1! 


b) PROPIEDADES DEL FACTORIAL.- 


(1) YneN,n>2, elfactorial de nes dado por: n!=1.23..n= [: 


i=) 
(2) (n+D!=n!(n+1) Propiedad degradativa 


(3) Síal=b! > a=b, abeN 
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Sial=| >» a= |V 40 


n a 1 
(n+D! nt (n+D! 


| 23 n l 
+ +—+...+ =]- ' 
2h! 4 (n+D! (n+)D! 


n 
También se expresa: ) 


i=] 


neN 








CORO 








i 1 


G+D! (n+D! 








(1) Sean n!!,n e N, entonces: n!! = n(n — 2)!! Propiedad degradativa de los 


semifactoriales. 


(8) Producto de semifactoriales y el factorial: 


(Oni! EN 
2" (n)! 





a) Qntt=2"n! b) (Qn+Dtl= 


n 1 1 


n+D! nl (n+D! 








Ejemplo.- Verificar la igualdad: 


Solución 


l l n+1 l n+ 1 n+l-10  n 


nt (n+Dl na+D Gn+D! Gn+ÁDE GADO (n+D! (n+D! 








a) DEF INICIÓN.- Consideremos n y k números enteros positivos tales que n2 k, 


n 
llamaremos números combinatorios n sobre k, al símbolo k ] 


definido por: 


k) kKn-k)! 
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Los elementos de un número combinatorio se ilaman numerador y denominador. 


9 
ag ME MOO CO o 
s| 5409-5514! 1234 


b) CASOS ESPECIALES DE LOS NÚMEROS COMBINATORIOS.- 
0 0! 0! n nt Ma-D!a 
=" =". =1 Ma 
O (o) o0(0-0)! Oto! Q) [1 1W(n-=D! (e—D! e 
n n! n'! n n! n! 
= fg cassa o co fa = T-— 3 
G) (o) 0Kn-0)! qn! (O) [:) ntO! mn! . 


O [a (n+D! MADE nn+D 











c) PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS COMBINATORIOS.- 


Si dos números combinatorios de igual numerador son tales que la suma de sus 
denominadores coinciden con aquel, se lama números combinatorios de ordenes 
complementarios. 


9 9 
Ejemplos.- (3) y (5) son números combinatorios de ordenes complessemtarios. 
(1) Dos números combinatorios de ordenes complementarias son iguales. 


n n n n! n! B 
= - En efecto: ER E = 
[2] [14] [e - kHn—k)! (n-k)!k! = 


(2) La suma de dos números combinatorios es en general un número combinatorio, 


pero si tiene igual numerador y denominador consecutivos vale la fórmula 


et A 


En efecto: 
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naipe ad agr e peão 

k-1 k | k-DKn-)! kKn-1-k)! 
” k(n—D! n (n-k)(n—1)! = tAn-D! (nn D! 
CG Dk)! kn DAn=I-IO)! k(n=O)!  ki(n-k)! 





Kendo)! n4n-D! n! “qn 
kKn—k)! kin-k)! kKn-k)! l|k 
32 32 
Ejemplo.. Si e , Hallar el valor de E =| |+|” 
x x +18 4 5 
Solución 
32 32 
= de donde x+(x+ 18)=32 
x x+18 
por lo tanto x=7 entonces 
7 7 7 7 
E=| |+ =". 4— + 
4] |5) G-4)!4! (-5)5! 
E PA DS PT A GA 
3!.4! 25h 6 25 2) 





(1) [iJtenen O) [e JrO st nen. nes 
(G) [oJ-t-neR O [1 -m.ner 


n n 
(5) Propiedad de los coeficientes binomiales complementarios: h H e k,nkeN 
n— 
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+1 
(6) Suma de pares de coeficientes binomiales: sa + k = e estke N,ne R 
k k+1 k+1 


O) Suma de los coeficientes binomiales de inferiores iguales y superiores decrecientes. 


pd E 


Suma equivalente en la versión de complemento: 


ee a eso (To) nen 


=2"l, me N, pares 


=2"t me N, impares 


mYn m Yn m Yn mYn “m+n 
+ + +.+ = donde m.n, pe N 
piO p-1)1 Die le: olp Pp 
a=pab=g, bgeN 


Igualdad de coeficientes binomiales: (, k [7 ] = v 
q 


a=p A b+g=a=p.ab,p.ge N 


(15) Propiedades degradatividad de los coeficientes binomiales: 


=1 
p - Ei à | degraden el superior e inferior, ne R,ke N 
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n n-l 
= + degrada únicamente el superior, neR,. ke N 
k) n-kl k 


n = (k —1 n 
k e ] degrada Úúnicamente el inferior, ne R,ke N 


k k 
5.29. EL TRIANGULO DE BLAISE PASCAL O DE TARTAGLIA.- 
1 
| 1 
| 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 | 
l 5 10 LO 5 1 
1 6 15 20 6), 6 1 
1 7 21 35 35 21 7 | 
| 8 28 56 70 5º 28 8 1 
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 
1 10 45 130 a 4 2100g 52” | 210) 120 485 4 WO 1 
1 H 55 165 330 462 462 330 165 55 H 1 


Los elementos equidistantes de cada fila son iguales 


5.30. POTÊNCIAS DE UN BINOMIO.- 


a) BINOMIO DE NEWTON.- Una aplicación de los números combinatorios se 
presenta en el desarrollo de la potencia de un binomio 


con exponente natural que se conoce con el nombre de binomio de Newton que está 


dado por: 


(a+b)” Lo po" opala prove a PA 
0 l VA n 


mediante el símbolo de la sumatoria, se expresa: 









El binomio de Newton se demuestra por inducción matemática: 
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: : =(1 E ho 1 
D  Paran=lsetiene: asb=5 k ab = ã a + , a"'b=a+b 





k=0 
(hn 
ii) Para n=h setiene: (a+b) = Bi pro , es verdadero por la hipótesis 
k=0 


inductiva. 
h+l bai 
iii) Para n=h+ |, demostraremos que: (a+b)*! = 2] 4 perene 
k=0 
En efecto se tiene: 


h 
h 
held h Ea >. h-kyk 
(a+b)” =(a+b) (a+b)=( Ni; b'Xa+b) 


k=0 


3 ; CR) YR k ot DA ao) PO aa 


k=0 k=0 


h h+1 
att] + h gt pk + h art + pk 
> k 3 k-—l 


k=1 


; 

E 
erga» 
| 

| 
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OBSERVACIÓN.- En el desarrollo del binomio de Newton se tiene: 


n n : 

(a+b)' = ) E bro = b k fr pro teh prio rs b donde 

n 
k=0 

se tiene: 


n 

[o] es el coeficiente del primer término 
n 

| ] es el coeficiente del segundo término 


n 
] es el coeficiente del k + 1, término 


de donde él término que ocupa el lugar k+ 1 es: TAS pro 


esta fórmula nos permite obtener un término cualquiera sin necesidad de conocer los 


Ejemplo.- 


anteriores. 
(1) Hallar el coeficiente del término independiente de x en el desarrollo de pÊ na 
x 
Solución 
1 = (12 E (12 
OS sa a > fo tar Fa pl Jr 98 
x k k 
k=0 k=0 


ÉI término independiente corresponde a 96 - 12k = O de donde k = 8 luego el 


l 12 1 
coeficiente es: (1) á =(-1) Coto 495 
k 8 8128)! 


(2) Hallar el desarrollo del binomio pé y+ 2 
x 
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Solución 
1 
És 
(yr 5 = esa forr 
k=0 


5) 5 3 5 E) 
l fem + feto ol; fomêr + ke: é) + 
(O) l x | x 3 a 


5 aieZ 4 fÊ 
dae O E) E 


=20yº +10x'v* +40xºy" +80xº +80x2y+32x 


(3) Encuéntrese él término que contiene xP y? en el desarrollo de: (x? y e, 
y 
Solución 


Suponiendo que k + 1 es él término que contiene a x!2 y? esto es: 


n 
Tai =[e pen (-y2)* para n=8 


Ba é b peso ty = Ê pesa en! 


Luego 2(8 -k)= 12 de donde k=2 
12,2 : 8), 12,2 
Porlotanto x “y” esel tercer término y su valor es: A yº=28xºy 


5.31. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


3 ! 
(1) Si at TR Sal para ne N, encontrar el valor de n. 
n! (n+ 11)! 











' | 
(2) Resolver a diga 


in (nD 


2 
(— 


A 


ooo coco ooo; 


E) 
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n! 3n! n! 3 
+ + = 
(n-3)! (n-2)! (n-D! 





Demostrar que: 








Demostrar que: (n + Dln.n! +(Qn- D(n-Dl+(n-D(m-D]=(n+2)! 


sí Gn+ Dt, m! mB! 
m! (m-2D! (m-2)! 


sí h ho bd; beto 256 . Hallar el valor de n. 
n+4l (+ n+1 n+1 5 

= Ny E =>, Hallar m.n 
m+ m m-1l) 3 


=6 y n=2mº +1. Hallar el valor de [ ] 
m 


ta 
pais 


n n n n 
= y4 =] - Hallar m+n 
m m+1 m m-l 
E 21 DI m+3 m+2 2 á 
+ == y aa =m+2, Hallar el valor de m“ +nº 
2n 2n-1 7 3 2 


= 


18 18 
Si y E O. para m £ 2. Hallar el valor de m +n 


Bo 
SineNy , Hallar el valor de A=nº —5 
3n? —4 pa |] 


x2-20] (118-14x 
2n-1) [2n-1 2n-3) [2n-3 
Sean A=| auf y B= e E tal que Eq . Hallar n 
n—2 n-l n—l n B 35 


40 40 - E. 
Sea xe N talque | = , entonces hallar el valor de A= 
xº +15x-10] |51x+6 3 


50 50 
Si H ) Hallar el producto de todos los posibles valores enteros de x. 
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O OOo 


O O 


SO OO OO 


o k n+1 n+1 n + 
Demostrar que: ) (—1) =(—1) , VY nezZ 
k n+1 


(n+D(n+9! 28 
(n +10) (n+9)! 


Determinar el valor de “n” sí: 


(Qn+5)! —(Qnu+4)! 


Calcular n en: 86! 


(120MEDI=S 


b 
(120!-1)! e 


Calcular ay ben 


Calcularmen 11.22 +2132 +314º +... +2012P =m- 2 


1 -“D! | 
(n+D!, n! Mm D', +2!-209 


Calcular n en: a 
n! (n-=D! (n-2)! 1! 


(n-=3)!(n-4)! 


= 5040(n? —8n +15) 
(n—3)! —(n-—-4)! 


Calcular n en: 


tn! 
Calcular n y m en la relación: U— Ei sí min=n! 


e 2 
m! +n! nº -m +3 





144 
Ex]! 


Resolver [|x|]!+ 





=30, xe R- (0) 


2 ) 1 
Calcular “n” en 33nº +10n+8)X3n +5)!3n + 4)! = 108! 
Gn+5)! —(3n+4)! 


2" ((2n)!] 


Simplificar ————— — 
(4)! (Qn-D!! 


Sí (x-3)!=1, cuáles son los posibles valores que puede tomar x. 


Si se cumple que (a— 2)! = 6 entonces el valor de a es. 
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Rpta. n= 18 


Rpta. n=40 


Rpta. a=5,b=2 


Rpta. m = 23 


Rpta. n= 19 


Rpta. n= 13 


Rpta. n= 34 


Rpta. n! 


Rpta. x=3 0x=4 


Rpta. a=5 


O O 


OO MORO MO 
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(x—5)Kx—6)! 


RE a 7200” —12x4,85) Rpta. x= 14 
As = = > H 


Calcular el valor de “x” sí: 


O (248) (n+k+] 
Demostrar que: z k = Hide para todo entero no negativo n y k. 
A=0 


Hallar el coeficiente de x”! en (2x* — x)º 


Hallar el coeficiente de x!º en (x + à 
E 


Hallar el coeficiente de y” en (— me o 


n 
Demuéstrese que al k e 


k=0 


Desarrolle, usando el teorema del binomio. 


2 3 
a Gy+b) fp te 
x x* my 
o (t+ o Ley 
2x 
É io 2x 3 
oO (x -x+D D G DO 
a 
2) Es h) (EE A 
A x Po a 
DE Xá a: 2 6 
i) ER Ro D 3x +27) 
c 


bb (Vx-2) DO (x) 
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6) 


O OO 


O 


É 


O e 


O O O 


Proporciónese €l término que contiene a xº en el desarrollo de (2xº To 
x 


Proporciónese el término que contiene y” en el desarrollo de (x+ y)!! 


Proporciónese el término que contiene a xº como factor en el desarrollo de ( y? —3)º 


2 . a a a 2 1 
Encuéntrese el término que contiene x'?y? en el desarrollo de (x? y——)* 


Determine él término que no tiene factor a x en el desarrollo de: 
1 É l 
a Gl Hi qu q ca 
x o 4 
: a 5132, [3)2,3 
Sean x e y dos números reales positivos. tales que x+y=3, 3 yó+ 3 y' =120. 
Hallar x? + y2. 


El sexto término de E -2y2)" es 33x! y!”. Hallar (a +n)º 


Al desarrollar (x+ ay)”, en orden decreciente con respecto a las potencias de x, se tiene 


el cuarto término igual a 672xº y*, hallar n— a. 


y* 
 i 
xé 


2 
Que término del desarrollo de EE está formado por potencias iguales a x e y. 


tiene a x e y con el mismo exponente. 


6 
Que término del desarrollo de E 
ve 


18,12 
y 


£] a 
Si el quinto término del desarrollo de (2x sd es 2640x!8y!2, determinar el 


coeficiente del término que contiene a ge 
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2 


. Hallar el coeficiente que contiene a x'2. 


En el desarrollo del binomio (9x? Ed 


3 4 
Hallar el término independiente de x e y en el desarrollo de od 
yo o 


Rpta. 495 


l 


Z 
Hallar el término independiente de x en el desarrollo de E 


7 
Rpta. — 
a 18 


O 
=)", si la parte literal 
y X 





Hallar el coeficiente del término central del desarrollo de ( 


de dicho término es x 2 y?. Rpta. 70 
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CAPITULO VI 





NÚMEROS COMPLEJOS 


Consideremos una  ecuación sm raíces  reales: x*+2=0 + es decir: 
5 9 

(xe Rix)+2=0)=6, esto es debido a que: VxeR,xº >0, luego 

x 4+2>0 ,VxE R. 


GENERALIZANDO.- Consideremos la ecuación ax +bx+c=0, a*0, con 
coeficientes reales, no tiene solución en R. Sí el discriminante 
es menor que cero, es decir: b? -4ac<0. 


Luego para resolver la ecuación ax” +bx+c=0, ampliaremos a otro conjunto Ilamado 


el conjunto de los “ Números Complejos”. 


6.2. DEFINICIÓN.- 


Llamaremos números complejos a todo par ordenado de números reales el cual 
denotaremos por z=(a,b). 


Al conjunto de los números complejos denotaremos por: 





6.3  DEFINICIÓN.- 


La parte real de un número complejo es su primera componente y la parte imaginaria es 
su segunda componente, luego tanto la parte real como la parte imaginaria de un número 
complejo son números reales. Si z = (ab) es un número complejo, entonces la parte 
real de z = (ab) denotaremos por: Re(z) = a, y la parte imaginaria de z = (ab) 
denotaremos por: Im(z) =b 
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6.4. EL PLANO COMPLEJO.- 


Entre los números complejos y los puntos del plano cartesiano, existe una 
correspondencia biunivoca, de tal manera que todo número complejo z = (a.b) se puede 
representar geométricamente por un segmento orientado (flecha), que tiene su origen, en 
el origen de coordenadas y su extremo en el punto (a,b). 





6.5. DEFINICIÓN.- 
Un número complejo es real, si y sólo si, su parte imaginaria es cero; un número complejo 
es imaginario puro, si y sólo si, su parte real es cero. Es decir:zz = (ab) un número 
complejo es real e Im(z)=b=0 
z = (a.b) un número complejo es imaginario puro  Re(z)=a =0 


Ejemplo.- Determinar analíticamente y gráficamente los complejos z = (x,y), tal que 


verifiquen: 
(1) Rey=5 OD Iimm<s 
(3) Rex)+ Im(g)=3 (4) a<Rem)<i A I<Img<] 
Solución 
(1) Sea z=(x,y) un número complejo, entonces 


Re(z)=x. pero como Re(z) = 5, entonces 
x=5. es una recta paralela al eje de ordenadas 


que pasa por el punto de abscisa x = 5 
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) 


Sea z = (x,y) un número complejo entonces 
Im(z) = y, pero como Im(z)<4 entonces 
y<4, que corresponde al semiplano que 
contiene al origen, cuyo borde es la recta 


de la ecuación y =4 (ver gráfica ). 


Sea z=(x,y) un número complejo de 
donde Re(z)=x A Im(z) = y, pero como 
Re(z) + Im(z)=3, entonces x + y =3, 
que nos representa la recta que pasa por 
los puntos (3,0), (0,3). 


Sea z=(x,y) un número complejo, de 
donde Re(z)=x A Im(z)=y pero como 


-I<Re(z)<1 » -1< Im(z)< 1 entonces 


den si a depaei 





0000000 


Im(z) < 4 






Re(Z) + Im(z) = 3 





Describir analíticamente y gráficamente las siguientes relaciones: 


Re(z) = -3 

Re(z) < O 

Re(z) + Im(z) = - 2 
Re(z) = Im(z) 
-2<Re(z)<2 
Re(z) + Im(z)< O 
Re(z) + Im(z) > -2 


-3<Re(z)<2 A -2< Im(z) < 3 


2000000 


Im(z) = -2 

Im(z) > O 

Re(z) — Im(z) = 4 

5 Re(z) — 3 Im(z) = 1 
-2< Im(z) < 2 

Re(z) + Im(z) < 1 


4 Re(z)-5 Im(z)<1 
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tn 
[Sa] 
o) 





-2<Re(z)<2 Aa -“2< Im(7)<2 
2<Re(z)<4 A 2< Im(z7)<4 
-6<Re(z)<-2 A -6 < Im(z) <-2 


-3<Re(z)<5 -5 < Im(z) <-2 


> 


6) 


-S<Re(z)<-3 A 2 < Im(z) <5 


CERO Y OPUESTO DE UN NÚMERO COMPLEJO.-. 


Un número complejo es cero; si, tanto su parte real, como su parte imaginaria es cero, es 





[= 


decir: z = (a,b) es un número complejocero & a=0 A b=0. 


El opuesto de un número complejo z = (ab) es definido por: 


-z=-(ab)=(-a, -b) 





6.8. OPERACIONES EN COMPLEJOS.- 
a) IGUALDAD DE NÚMEROS COMPLEJOS.- 


Dos números complejos son iguales cuando tienen iguales su parte real y su parte 


imaginaria, Es decir: (ab=(c)oa=cab=d 


Ejemplo.. z,=(2,3) y z,=(2,3) soniguales (z, =2z5) 
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b) 


c) 


d) 


Ejemplo.- z,=(2.3) y Zz; =(3,5) no son iguales (z, £ 275) 


Luego: (ab)= (cd) o axc yo bzd 


SUMA DE NÚMEROS COMPLEJOS.- 


La suma de dos números complejos, es un número complejo, que tiene por parte real 
a la suma de las partes reales de los sumandos y por parte imaginaria a la suma de 
las partes imaginarias de las mismas. es decir: 


Sí z;=(a,b) y z, =(c,d) entonces la suma: | +z; =(a+c,b+d) 


Ejemplo.- Calcular la suma de (2,4) y (3,5) es decir: 
2,9)+(3,5)=(2+3,4+5)=(5,8) 


REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA DE LA SUMA DE DOS NÚMEROS 
COMPLEJOS.- 


Sean z; =(a.b) y z, =(c.d) dos números complejos. entonces se tiene: 


utm=(ab)+(cd)=(a+rcb+d)=2 





PROPIEDADES DE LA SUMA DE NÚMEROS COMPLEJOS.- 
Sean z,.73,73€ €, entonces: 


P,.- Propiedad de Clausura: z;+2,€C 
P,.- Propiedad Conmutativa: z)+2)=Z,+% 


P,.- Propiedad Asociativa:  (z+2Z))+23=2Z +(22 +23) 
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P,.- Propiedad de Existencia y Unidad del Neutro Aditivo: 


Existe el elemento neutro w e C tal que: 


z+tw=z, VzeC 


P;.- Propiedad de Existencia del Inverso Aditivo, para cualquier ze C existe otro 


elemento que denotaremos por -z, tal que z + (-z) = (0,0). 
NOTA.- La demostración de estas propiedades se deja para el lector. 
SUSTRACCIÓN DE NÚMEROS COMPLEJOS.- 


Sean z;=(a,b) y 2) =(c,.d) dos números complejos, definimos la diferencia de 


Zy 72 Por: 2-2 =U+(-2,),es decir; 





Ejemplos.- Efectuar las operaciones indicadas analíticamente y gráficamente. 


DD 64+65,2) 


(BD (4-9+(2,-4) 


Solución 


3,9)+(5,0)=(3+5,4+2)=(8,6) 





Solución 
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(4.-29) +(2,49)=(4+2,-22-4)=(6,-6) 





QB) 6-2-(2,5) 


(6,-2)-(2,-5) = (6,2) +(-2,5)=(6-2.-2+5)= (4,3) 


Solución 





(OD) 23-45) 


(2,3)-(-4,5)= (2,3) +(4,5)=(2+4,3-5)=(6,-2) 


Solución 
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MULTIPLICACIÓN DE NÚMEROS COMPLEJOS.- 


Sean zy=(a,b) y z)=(c,d) dos números complejos, al producto de z, y Z 


definiremos por: 


z,.22 =(a,b).(c,d) = (ac—bd,ad +bc) 


Ejemplo.- Sean z,=(2,3) y 2, =(1,5) 
Luego z,.7, =(2,3)(1,5)=(2-15, 10+3)=(-13,13) 


PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACIÓN DE NÚMEROS COMPLEJOS..- 


Sean z,,Z2,Z3 € C, números complejos. entonces: 


P, - Propiedad de la Clausura: Z|-22€ € 

P,.- Propiedad Conmutativa: Z-Z9 = 29-21 

P,.- Propiedad Asociativa: (z,-22).Z3 = 2) 422-Z3) 
P,.- Propiedad Distributiva: zi(Z,) +z3)= 2.22 +2,-23 


P,.- Propiedad de Existencia y unicidad del neutro multiplicativo. Existe un único 


número complejo u tal que u.z =, V ze C siendo u = (1.0) 


P,.- Propiedad de Existencia y unicidad del inverso multiplicativo. Para cada 
número complejo z = (0,0), 3 «eC tal que, za =u siendo a = z |. u=(1,0) 


P,- ParazeC, ke R, kz=k(ab)= (ka, kb). 


Demostraremos la propiedad P, , las otras propiedades dejamos como ejercicio para 
el lector. 


Sea z = (a,b) *(0,0), suponiendo a = (x,y) tal que, z.o.= u, siendo u = (1,0), es decir: 
(a,b).(x,y) = (1,0). que al efectuar la operación se tiene: 


(ax — by, ay + bx) = (1,0), por definición de igualdad tenemos 
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h) 





resolviendo el sistema se tiene: x= 


ax—by=1 a A b 
av+bx=0 Pano a +b? 


Observamos que: (ab)*(0,0) & a£0 y/o b£O0, entonces a? +b? £0 


b 


por lo tanto: a=(x,y)=( da) 
gado si Dr 





o 


Ejemplo.- Sí z=(3,5) > 2 != E 
fi Ê Gg” 34 


) 


UNIDAD Y RECÍPROCO.- 


El elemento neutro multiplicativo es la unidad compleja y denotaremos por 
u=(1,0)o0 también 1 = (1,0). 


El inverso multiplicativo o de un número complejo z = (ab) * (0,0) se llama 


reciproco de z y denotaremos por: |. 





Observación.- El número complejo (a,0) se identifica con el número real a, y 


i 


denotaremos como (a, 0) = a, en forma intercambiable. 
DIVISIÓN DE DOS NÚMEROS COMPLEJOS.- 
Sean z,,72 € €, siendo z, * (0,0), la división de z; y z, definiremos por: 


z E ear ei 
À =7 & de esta definición obtenemos la regla para la división. 


22 


Sí z,=(a,b) y zo =(c,d) * (0,0), entonces: EM E » 


sd e rd” 


Fé] = c d ac+bd bc-ad 
= =(a,b)(->——,——— 5)=(—— .——— 
à e Cs ci dd c+d 
RA cd a bc-ad 





ER 
Z c+d c+d? 
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6.9. UNIDAD IMAGINARIA.- 


El número complejo imaginario puro de segunda componente igual a 1, se llama unidad 


imaginaria y denotamos por: 1i=(0,1). 


OBSERVACIÓN.- La multiplicación de un número complejo real por la unidad 


imaginaria permuta las componentes, es decir: 


(b,0).t = (b,0)(0,1) = (0,b) 





Sea z=(a,b) un número complejo, por definición de suma tenemos : 


z=(ab)=(4,0)+(0,b)= a(1,0)+b(0,1)=a+bi 
Luego z=a+bi es la forma estândar (rectangular o binómica) del número complejo z. 
6.11. TEOREMA. Demostrar que: i? =-1 


Demostración 


i? =ii=(0D(0,D=(-L0)=-1 por lo tanto i?=-1, como i?=-1 


entonces i= aj=] 





a) DEFINICIÓN.- Llamaremos conjugado de z =a+ bi al número complejo a — bi, 


al cual representaremos por z=a-bi 


b) DEFINICIÓN.- Dos números complejos son conjugados si difieren solamente en 
sus partes imaginarias en los signos. 


Los números complejos conjugados caracterizan puntos simétricos respecto al 


eje real,asi: Si z=a+bi suconjugadaes: z=a-bi 
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PROPIEDADES: Sean 2z,,7,,€ €, Entonces: 


P- untw=autaz P,.- E ERR 


fis. HER P- Gyl=(y. zw + (00) 


Ec Z 
P— (Sy=a, 2, *(0,0) 
Z 22 





MÓDULO DE UN NÚMERO CO 


El módulo de un número complejo z=a + bi es un número real positivo definido por: 
Nela? +? 
Geométricamente; el módulo de un número complejo z =a+bi, es la longitud del 
segmento orientado que representaa z=a+bi 
Ejemplo: Sí 2=3+4 > ||z|=V32+4? =5 
a) PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 
Sean z,,7,,23€€, entonces: 


P- S27+(00) > [27||>0 B- Sillz||=0 = 7 =(0,0) 
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p= Silal=l=al=1Z p= Slall=aa 
a) Z 

is fe Ss fEisa sai Pp pág=lal , «0,0 
Za Hz; || 

Pre 242 | eeiiardfolbe A - Rets Izl. mos: 


Demostraremos la propiedad P,, los demás dejamos para el lector: 

iz +22 [P=(2 +20)M20+29) =(0+20)40+29) 
=uUtuza+ZM+22 =|z Iê +z1-22 + Z:22+ llz> É 
= 2 ||? +2Re(zy.zo)+ zo 11º < |lzy 12 +21) 29 WI.) zo +01 29 1? 
= la Iê +21l2, Ilza +10z> 12 = diz Wi zo 1)? 


Porlotanto:  Izy+zo |É< qa I+llzo |)? 


Iz+z I<lzal+z,| 





(1) Hallar los valores dex ey sí: (1+2D)x + (3-5D)y =1-3i 


Solución 
Sean z,=1+2i=(1,2) 
2) =3-5i=(3,-5) 
2, =1-3i=(1,-3) 
Como (1+2)x+(3-5)y=1-3i, entonces 
(1,2)x+(3,-5) y = (1,-3) 


(1,22) + (3y,—5)) = (1,-3) 
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(x+3y, 2x-5y)=(1,-3) , por igualdad 


x+3y= E : ' 4 
resolviendo el sistema se tiene x=-— , y=— 
2x-5y=-3 5 M 


(2) Determinar los números reales a y b sabiendo que: (-lI+i)a + (1+2i)b=1 


Solución 
Sean  w=-1+i=(-1,1) 
2 = 1+2i=(1,2) 
23=1=1+0 =(1,0) 
Como (-l+i)a + (1+2)b = 1 , entonces: (-LDa + (1,2)b = (1,0) 


(-a+b .a+2b) = (L0) , por igualdad 


-a+b=1 . . 2 1 
, resolviendo el sistema a=—= , b=- 
a+2b =0 3 3 
3) Expresar cada uno de los siguientes ejercicios como: 1,-1,i, +i 
a é 
Solución 


ã ado os j E E 
=i?.i=-i ,de donde à? =-i 


b di 
Solución 
P=(PpPi=(cDi=-i dedonde il =-i 
o PF 
Solución 


=") =(-1)?=1 ,dedonde if =1 
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Solución 
it =(i2)' =(-1)' =-1, de donde i!4 =—] 


eo if 


Solución 
7 =(2)*.i=(-nºi=i , dedonde i” = 
(4 Efectuar las siguientes operaciones y el resultado expresar en la forma binómica 


a) (5+7)+(8+2) 
Solución 


(5+7)+(8+27) = (5+8)+(1+2)i = 13+9i 


bo (2+43045-643i) 


Solución 
(2+ 3945-635) = (2,3)45,-643) 
= (10+18.-12/3 +53) = (28,143) =28-743i 


(2+7).3—- 2).(1+ 2) 





c) 
(=) 

Solución 
2+).3-2).+2)=(8-Dl+21)=10+15i, además qi=y* =-2i, luego 
(2+)(3-2)(1+2i) 10+1Si (10+15)(i) —-15+10i 15 6, 

(= = (-2Di 2 p) 
d E qui ap” 
) 2-5 p10 —;IS 

Solución 

Pi piló =I4i+1=2+i 
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2-P 40 5 =2-;-+i=1 
4,9, 16 
+ +i 2+i 
p= 2-P qi — Fcis l E] 


3d+) 2d-D 














o a d+) 
Solución 
dd a déis ca lSDdED o «dia 
Eid O post DD pondo so É =—3 
(=)? id a-Dd+) 45] 

3 é a E 
Duty nor np a 
(+i) l+i d+D(-i) 

ENÇ4 RR] 
Luego se tiene: ad Sli) =-3-2i 
d-=)? q+i) 
po Eles 
7 l-i 


Solución 


l&i Ji Q0CA, dah JS EDIR 


Ca de) dido! à à 


D +) +d-D” 
Solución 





Sines par entonces: 


a) n=4kkeZ. Entonces d+)" =(+)* =(-49) 
d-=" =d-9* =(-4)* 


d+) +=)! =(4)t +(4)! =2(-4)! , ke Z 
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b) n=4k+2,kEeZ entonces: d+)" =d+)t? =(-49)" (425) 
d=-" =(-9*? =(-4* (21) 
d+)" +=" =21(-4)* -21(-4)* =0 

Sin es impar entonces: 

a) n=4k+l, ke Z, entonces: 

d+" =dep tl =(49)" (d+) 

a-yr=d-9 =(9)*d-n) 

d+)" +d-D" =(9"d+D)+(9'd-Dj=-4)", ke Z 
b) n=4k+3, ke Z, entonces 

d+) =dAD)tS =(-4)8(-2+2i) 

d=D" =q-9 =(-4)*(-2-25) 

+" Hd)" =(-98(2+2)+(-9)!(-2- 2) = (4! 


Calcular i”, donde n es un entero. 
Solución 
Sin es par entonces 


a) n=4k, ke Z,entonces: à" = =1 


b) n=4k+2, ke Z, entonces: 1" =142 =; ;? =] 


Sin es impar entonces: 


n = = -4k 


a) n=4k+1, ke Z, entonces: i io dei 


b) n=4k+3, ke Z entonces: i” = =i;º 


=] 
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(o) 


d+)” 


ms o = Lá q = 1) 


Demostrar que: 


Solución 


+i)” ++ l+i 





dep = Gr 
sds PO+id th OD =p (E 
i (=) 
Probar que: 
.2+2 
a) Re(z)= 3 
Solución 


Sea z=x+y > Zz=x-iy, luego —— => =— 


2 2 
Rejjs E 
z-z 
b Im(z) =— 
) (z) 2 
Solución 
Sea Z=x+iy > z=x-Iy 
2+2 x+y-Goiy) 20 ma) 


a 2i 2i 
co)  Im(iz) = Re(z) 
Solución 
Sea z=x+iy > iz=y+ix > Im(iz)=x 


además Re(z) =x entonces Re(z) = Im(iz) 
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d) Im(z,.2,)= Re(z;).Im(z,)+ Im(z,).Re(z,) 


Solución 


Por el ejercicio b) se tiene Im(z) = E 
i 


ZZg—Ulo | 2ut-—-20% 


Luego Im(z,.z.)= 
á Cay-Z2) 2i 4 





-“uo “DE gua do da 
In(aião SS fa aca fc tod 
= Re(z;).Im(z,) + Im(z,).Re(z,) 


Si z es un número complejo tal que: |lz||=1, calcular |1+z |)? +|1-z|º 


Solución 
p+z2+i-zP=d+0d+9+d-2d-2) 


=I+z+2+|z|? +1-z-2+||z |/ =2+2]2|/=2+2=4 





Jp & l-a Ê 
Demostrar que: ||z-=ill=— sí z= - , donde a es un número real. 
4 4 l+2ai 
Solución 


Sds fp Do 


4 I+2ai 4 4+8ai 


3,  2a+i (Za+iX4-8ai) | 16a 4-16aº ; 
4 4+8ai (4+8ail4-8ai) 16+644º 16+644º 


= 2 
E ae E] detdande 
4 1+40º 4416 


Si a 2; 1=49? 2 JE l 
2—i (Lo (9) = do =5 
| 4 I 1+4a? 4+16a? 16 4 
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Calcular z? siendo Z=-|-1+il|+v2i 


Solución 
pi=ifj=Ãl+1=/2 > 2=-2+42i 
2 =(2+42))) =2-4;-2=-4i . P=-4 
(11) Hallar el número complejo z tal que: ljzll=1 y Re(2)=0 


Solución 


Sea z=x+iy = Re(z)=x=0 = z=0+iy 


Como |zl=1=> Ilzl=Jy/=1> y'=1 > y=+t1 so ni 
(12) Describir y construir la gráfica del lugar representado para cada una de las ecuaciones 
siguientes 
a) Ilz-il=2 
Solución 
Como z=x+iy bd 


entonces Iz=il=)2+0-1? ==) Ez 
de donde x +(y-1) =4,quees ni 
«3 X 


una circunferencia de centro (0,1) y radio 2. 


b) Relzz+2))=3 
Solución 


Sea z=x+iy> z=x-iy 


Como 2(2+2)=3 > (x+iylx-iy+2]=3 


mM 


x2+2x+ y2 +2yi=3 de donde x? +2x+y? =3 entonces (x+1? E =4 que 


es una circunferencia de centro (-1,0) y radio 2. 
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Im(z?)=4 


Solución 
Sea z=x+iy = 22? =x? -y? +2»yji, de donde 
Im(z?) =2xy como Im(z?)=4 entonces 


2xy=4 > xy=2 que es la ecuación de una hipérbola, su gráfico es: 





lzll=Reg+1 
Solución 


Sea z=x+iy > Re(z)=x 


zil=/0 + 


Como || z || = Re(z) + 1, entonces 
Se tiene Vx +72 =x+41 


x? +y? =x? +2x+1 de donde se tiene y? =2x+1 que es la ecuación de la 





parábola 
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eo Iz+2il+||z-2/=6 
Solución 
Sea z=x+iy > z+2i=x+(y+2)i x 
le+2il=[2+0+2? PN 
z-2i=x+(y-Di : 
lz=2il]= 22 +(9-27 q) 
como!]| z+2i||+]||z—2i||=6, entonces: 
Vx +0+22? + a +(y-2) =6, de donde al quitar el radical y simplificando 
se tiene: 9x? +8 yº = 45, que es la ecuación de una elipse. 
(3) Describir gráficamente la región representada por cada una de las siguientes 
desigualdades. 
a) Izlsi 
Solución 
Sea z=x+iy > Jzl=/02 +) 
Como |zllsi > JX+y'<l 
De donde x? +y? <1, su gráfico es: 
b) lzll>1 


Solución 


Sea z=x+iy > Izll=/2+y 
Como |jzlj>1 = Vê +y 21, de 


Donde x? + y? 21,su gráfico es: 
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Isllz+ills2 
Solución 


Sea z=x+iy > z+i=x+(y+li 


Iz+il=)x2+(y+D? como Islz+ills2 
entonces Is x +(y + S 2, de donde 


ISsx +(0+D? s4 





Re(z?)>1 
Solución 
: aiii! Wiz E % 
Sea z=x+iy >» zó=x"-y' +2mi Re(Z3 > 1 
Luego Re(z? )= x — y? + como 
0 x 


2 


Re(z?)>1 = x?-y? >1. Su gráfico es 


liz — His 2lz + 1) 
Solución 
Sea z=x+iy >» z-l=(x-D+iy 


z+1l=(x+D+iy 


Además z-1|=(x-D2 +)? 
fz+=VG+02 + 
como |z-1||<2/|z+1]] => J(x-)?+)y? <Alx+? +? , de donde 


x? -2x+1+y? < 4x +2x+1+)?) 





3x? +3y2 +10x+320 entonces (+? +y? e 
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Demostrar la identidad: |1-zwl? =]z-wl?=a-|zl9a-| wi?) 
Demostración 


Se conoce que ||z||º= z.z, por lo tanto 

fi=2w|2=(-zwxl- zw) 

lz=wlf=(z2-w(z—w) 

Wt= zw]? =|z-wf=d-20d-zm)-(2-wXz—w) 
=(l-zw-zw+zzww)-(z72—-wz- 2w+ ww) 
=l+zemw-zz-ww = zw =Iz]]2 =|| w]? 


= 029 wi? az) =a-|z0d-|wlj?) 





(5) Síillzll<1iy ||w|]<1.Demostrar que: E<1, zweC 


= 
Demostración 

Por hipótesis se tiene: Iizl<iylwl<t > Izlf<iy lwlf<i1 

Luego 1-||Z||?>0 y 1-||w]|?>0, de donde (=| z|P).1-||w|P)>0 asati) 

En el ejercicio 19) se tiene: (1-||z ||) -a-|lw|?)=]1-2zw||? -|z-w!]? eme (2) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: |1-2zw]? -|z-wl||?>0 


=W 


|<1 





de donde [jz-w|2<|1-zw|? > |z-wl<li-»w|> || 5; 
-—2W 


Si zwe €C, Demostrar que: Re( É )+ Re( pis )=1 
z+w z+w 








Demostración 
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Sean z=a+bi, w=c+di, entonces: z+w=(a+rb)+(c+d)=(a+c)+(b+ di 





E a+bi ” (a+rb)d((a+c)—-(b+ d)i) 
z+w (aro+(b+di ((arod+(b+di)lltaro)—(b+ di] 


= a(a+rco)+b(b+d) é a(b+d)+clb+d)i 
(arc) +(b+d)? (aro) +(b+d) 
a(a+ro)+b(b+d) 


eye CS (1 
Pd (aro) +(b+d)? cd 


LR c+di E. (a+rdi(a+c)-(b+ di) 
c+w (aro+(b+d)ji [(a+ro)+(b+dillla+c)-(b+ d)i] 


-Ca+rc)+d(b+d) pq ebtd+d(a+c),. = 
(a+cP +(b+d) (aro) +(b+d) 


w ja cl(ar+c)+rd(b+d) 


Re( 5 : 
z+w (arc) +(b+d) 


.« (2) 


sumando (1) y (2) se tiene: 


 Ma+ro)+btb+d) clate)+d(b+d) (arc) +(b+d) 
+w (a+P+(b+d? (a+cP+(b+d) (arc) +(b+d) 





Rá Re + Re(—— 
Z 








R(— )+RG— = 
Zz+W z+w 


Vsenx+ incosx —-iysenx-ivcosx 
Vsen x+ivdcosx —in'sen x—iNcosx 


Solución 


(7) Simplificar la expresión: 


Multiplicando por su conjugando se tiene: 


: ' E g á E 2 
Vsenx+ivcosx —iNsenx-ivcosx À. (Nsenx+ivcosx —insenx-ivcosx) 
Vsenx+ivcosx +iysenx-ivcosx senx+ivcosx +senx—ivcosx 
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- senx+ivcosx—2ivsen? x+cosx —-senx+ivcosx 


2sen x 


sa 2i(Ncos x — sen? x+Cosx) itVcosx — sen? Xx+cosx) 


2sen x sen x 


Probarque: lx +z;|+z-z |=20z IP +Ilzo 1] 


Solución 
Izj+2z> =(2, +uXu+z)= untzz+a z2 +222 
= [a +Izo |? 42922 +22 
llzy— 2» º= (2, =2,3X2—22) =nutolo-ut-0% 
= a É +zo | -2,22-22.0 
Sumando (1) y (2) se tiene: 
ll + 22 IF +ly-—2 =| ú IP + Za | +uz + nata IP +Ilz, IP -nã%- na 
=2]z, |? +22, Hº= 202, 1º +] zo IP) 
llzy +22 12 +23 —22 12=2) 2, 112 +12, 1) 


Heads CEP gas 


1-cos6 +isen6 * 


Solución 


«e (1) 


... (2) 
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"ArcosB+isen8 (I+cos6+isenB)(I-cos6-isenB) sen?0 senB.cos6. 


I-cos0+isenO (I-cos8+isen6).(I-cos0-isenO) 1I-cosê 1-cos6 


je = |-sentê  , sentocosto | |sen?e(sen? O +costo) 
(I-coso)? | (I-cos6) (1-cos6)? 
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= seno [4 1-cos'60 —cos? 8 - [Lrcoso | 
(1- (I-coso) (1— (I-coso) I-cosê 
- Jzll= letg5] 


Hallar el módulo de: E ço Gigi À Emi À ( Se 
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d-Pet- + = letg5] 


23 + 4i 
(6+4(15-80) Si VOS +4ã) 
Solución 
2-33+4i 3.5 = 
Sea Ga Il == pas 
(6+4X15-—8i) 52.289 
6+4D(3-i 
COD  pul=05 
S+i 
n=(03-ND6G+4) > a|=55 
5 125 
Luego ||z,.22-23 || = I2y Il.lz 11.125 | = q 5455 = 
125 
| 23-22-23 |= 17 


O iz 


1 « donde z=cosw+isena, hallar w. 
= 2 


Solución 
Reemplazando z en w se tiene: 


[o a 

2cos? + 2isen— cos— 

e be: l+cosa+isena | 2 2 2 
T=s Zz 


“I-cosa-isena Em 5 2isen 5 .coso 


E. a Cissa 
(cos—+isen—)sen— +icos—) 
Es 2 Z 2 
= 82" 


a 2 
sen? — + Cos” — 
2 23 


a (o O 
2cos— cos—+isen 
2 ( p 


a a: 
2sen— sen* — icos 
2) 2 








) 


[04 E 
=ctg—(sena —icosa) 
[94 22 
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Demostrar que: Sí z)+z2;)=2Zz/+2z73, Entonces z, =z3 (Propiedad de cancelación 


para la suma) 


Solución 


Como zeC =» 3 -zeC talque z,+(-2,))=(0,0) 
Lugo z+z7=n+t2zy > -n+(+2,))=-u+(7+23) 


>» (-n+ta)t+za=(2y+2)+2 


>» 0+2,=0+23 


= Z=23 


Demostrar que: Sí 2; 0 y sí z/2) =2/23 Entonces z, =z3 (Propiedad de cancelación 


para la multiplicación) 
Solución 


Como 2,*0 = Jzj' talque z.2;' =1 
Ltd Gueto = trade pad) 
> lz,=lz 
> 2 =273 
Sí z;-Zo =0 entonces 2, =0 o 2, =0 


Solución 


* tal que' Fay =8 


Suponiendo que 2,£0 => 327 
Como z,.2)=0 = 2 (2.29) = 2740 


> (2! 21).22 =0 


=> 1.2, =0 dedonde z, =0 
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en forma similar para z, = O 
Suponiendo que 2,40 =» 325! talque 25.25! =1 
Como 2/.22=0 => 25! (21.29) =231.0 
= "(rata 0 
=> 1.:=0 dedonde z,=0 


(25) Hallar dos números complejos z; y z, cuya suma sea el número real x y cuya diferencia 


sea el número imaginario iy. 


Solución 
Por condición del problema se tiene: po lia a 6» 
Za 2=iy (2) 
Sumando (1) y (2) se tiene: 27) =x+iy de donde z = +51 
restando (1) y (2) se tiene: 22) =x-iy dedonde Z, = a 


Demostrar que: ||z|?>2]|Re(z)|].| Im(z) || 


Solución 
Sea z=x+iy > |zll =Jo+y, además Re(z) =x, Im(z)=y 
Luego ||z|| = VRe(z)? +Im(7? > |z|?=|Re(z)|? + | Im(z)] (1) 
como (|Re(z)|-|Im(z) |? >0, de donde 
Re? (2) + Im(z)* > 2] Re(z)|.| Im(z)| seo (2) 


por lo tanto de (1) y (2) se tiene: ||z||?>2]Re(z)].|Im(z)| 
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&) 


Demostrar que: V2|z|f> |[Re(z)]+|Im(z)] 


Solución 
Como ||z|?>2|Re(z)|.|Im(z)| sumando ||z|| 
2H zllê> 2º +2] Reco) |. | Im(z)] 
2]: |É> | Re(z)|É +] Im(z) [É +2] Reto) |. | Im(o)| 
2llz|P>dReo]+ Imp? = «2]z]>|Recz)|+|Im(z)| 


Probar que EO | cyes|Re(o|+[im(o) 
Solución 


Sea z=x+iy de donde Re(z) =x, Im(z) = 

Además ||2|| = VX +” , la demostración del problema equivale probar que: 
É ag 3 

Is? + slxl+lol 


como x,y e R entonces (x— y»? 20,Vxye R 





(x-y) DO > xº+ y? 22xy 
2%" Oy Ee +20 +)? 


24x +9)2>(+y) 
yr ey >|x+73| 
de donde let? 


Re(z EE ) 





Luego | |sll=l ++ (1) 
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Como |x||y|>0. Vx,ye R, entonces 
2|xlly/>0 = [x] +|y[5 +2]x].|y]2x[? +] y]?>0 
nie ia Pis 
dxl+1yD? 2lxPº +|yP>0 


Lxl+ly|2y2 +) 


Re(z) + Im(z) >||z || 


Luego ||z || <|Re(z) | + | Im(z) | (2) 
; R I 
de (1) y (2) se tiene: Por ime pos |Reto) |+| Im(o)] 
J2 
Hallar z tal que: |jzll-z=1+2i 
Solución 


Sea z=x+iy > Ijzll= VX +y* , al reemplazar se tiene: 


[24 y —-x-iy=1+2i, por igualdad 


ERR p==8 
x +y  -x=l no 3 
-y=2 VX+4=1+x = “5 


3 
Luego z=>-2i 
E 2 


a 


Síz=cos 0 +isenB, 277 =l.zzly M=1+27+32” +... +n.27!. Hallar Re(M) y Im(M) 


Solución 
Como M =1+27+3z? +...4+n.27!, multiplicando por z 
M =2+22º +32) +...+n.7”, ahora restando se tiene 


M-M=l+z+2 +. +27" ng" (1) 
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como z7º=1 > 27"-1=0 > (ze 42"? +... 427 +2+D=0 


n-1 


como z*1 z"I+7"2 +.+27º+2+1=0 cos E) 


reemplazando (2) en (1) setiene: M-zM =0-nz” 
M(-z)=-nz” dedonde M = Te puesto que 7" =1 
EG, 


Como z=cos0 +isen 0, entonces 


” —n » -n 
l-cos6-isen8 (1-cos0)-isen6 
-n -n 


2sen? É qinacaso E E A 
2 2 2 PA 2 Z 


pis Ee s o d 0 
2sen 2 2 PA 


de donde Re(M)=-— y In(M)=-Tetg5 


(1) Sí w=cos0+isen6O. Hallar (1+w)” 


Solución 


I+w=1+cos6 +isen8 = 2cos” o. aire oa bi = 5 esto pp PE 
Za 2 p; 2 2 2 


mê 
d+w)” =2" cos” TR (uia =2" cos” E. 2 
2 7) 7) 2 


(2) Simplificar (1+w)”, donde w= cos TE 4 sen SE 


Solución 
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2m. * 27 n Eis JE: 
I+w=l+cos> +isen— =2cos? — + 2sen-coshi 
3 3 3 
x A TE oipipaaT 
=2cos—(cos—+isen—)= cos—+isen— 
3 3 3 3 


ls 
+w)” = (cos +isenZy" en qn E = 3 
3 3 3 3 


(3) Hallar la suma de sen”? x+sen? 3x+...+sen?(2n-Dx 


Solución 
Aplicando la identidad sen = imeá 


sen? x+sen? 3x+sen? Sx+...+sen?(2n—])x 


l-cos2x I-cos6x I-cosl0x 1-cos2(2n-1) 
=D [DDD 40 LDA D+ 4 — 00 
2 2 2» 2 


= (5+5++5)- 5 (c0s2x+cos6x +cos1Ox + ..+ cos 2(2n —1)) 


2a 2 


=S-a(cos 2x+cos6x+cosl0x+...+cos2(2n—1)) PERO) 


A=cos2x+cos 6x + cos 10x +... +cos 2(2n-— lx 

B=sen 2x + sen 6x + sen 10x +... + sen 2(2n — I)x 

iB=isen2x +isen6x+isen 10x+...+isen 22n -— Dx 

ahora sumando À y iB se tiene: 

A+ iB = (cos 2x + i sen 2x) + (cos 6x + i sen 6x) +...+ (cos 2(2n — 1) + i sen 2(2n — 1)) 


=2º 478 4710 +... 4.78 D 


dondez=cosx+isenx = z”" =cosnx+isennx 
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A+iB= 2242! 4 28 +... 4 240-D) ppt 4 2,/i-cos4nx—isen 4nx 
I-cos4x-isen4x 
2, 2sen? 2nx— 2isen 2nxcos 2nx 
2sen? 2x— 2isen2x.cos 2x 
nz : n 
2 2sen2nx senJnx-icos2nx > sendx cas 5 go E aii 


AiB=7 5" (ss É E UE 
2senZx senZx-icos2x sen2x cos( T sy-isen E do 





= SD ZH (cos 2x4 isen 2x[cos(-2nx+2x) + isen(2nx— 9] 


sen zx 


=* end pers (2x— 2nx— 2x) +isen(2nx— 2x+22)] = 





"(cos 2nx—isen2nx] 


sen 2nx sen 4nx sen 2nx sen? 2nx 
=" cos2nx=——— B= no Sm 
sen 2x 2sen 2x sen e sen 2x 


6.15. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


(1) Hallar los números reales x e y tal que: 2x-3iy —2y-5-10i = (x+y-2)-(y-x+3)i 





Rpta. x=1l,y=- 
(2) Que valores han de tomar x e y para satisfacer la ecuación 


2-5Six+(1+3i)y-8+9=0 
Rpta. x=3,y=2 


, ' +Dx-iy=2 
(3) Resolver el sistema de ecuaciones en €. É . : 
(Q+Dx+(2-Dy=2i 
ra a 
13 13 
Rpta. 
Em 2. 0 
==— +— 
13 13 


(4) Hallar los valores de ay bsí (a+b)+(a-bji=7+2i 


Rpta. a =4.5, b=25 
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Hallar los valores dea y bsí: (a+rb)+(a-b)i= (as +i(2-3i) 


Rpta. a=2, b=-20 


Si z=x+iy, donde x,y e R, hallar los valores de x e y cuando E = a ' 
si =p 


i 
Rpta. x=0.27,y=0.53 


Efectuar las siguientes operaciones y el resultado expresar en la forma binómica. 








a) ER E tda Rpta. ki 
(1-iX2-DG-—i) 2 
b) E caio Rpta. z=1-—7i 
i 
c) o pq Rpta. 250 ah 
l+ — Ed 
laso: 
l+i 
d) Ea se Rpta. E ai 
(4-5) à 41 41 
S(7+21) . à 17 66. 
-i(4-6 Rpta. -—— ——i 
* a e Es 
l+io l-io a 
DG Fi) Rpta. -2+ Oi 
l-i l+i 
l l : 
BD) —+— Rpta. 1 +0i 
l+i l-i 
h) Er Rpta. O -i 
l+i l-i 
Iritga 


à) - Rpta. cos 20.+ i sen 20. 
l-itga 
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(+27 ==)" 


) 
3+2)"—(2+)? 
— , E — 
k) (-i)-l 
++ 
“9 
) (1+ al 
(-1) 
Calcular Ei + donde n es un entero positivo. 
E 


Resolver el sistema de ecuaciones: 


: 3+x+(4+2D)y=2+6 
(4+2)x-(2+3)y =5+4i 


(Q+x+(2-D)y=6 
(3+2D)x+(3-2)7=8 


x+iy-2z=10 
c) z—-y+2iz = 20 
ix+3iy—(1+i)z=30 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Demuestre que: a) Re(zw+zmw)=mw+2zw, zweC 


b) Im(zw-mw)=2zw-zw, zweC 


Resolver el sistema de ecuaciones: 


x+iy=1 
a) : 
ixty=l+i 


(1-Dx+2ivy=3 
4x+(1-Dy=2+i 


4 5. 


318 318 
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ix Ix+4i 


Six ey son reales, resolver la ecuación: — = 
lriy x+3y 








Rpta. x=t2, E) 


Siz=x+iy, probar que: |x|+| | <v2|x+iy| 
Probar que sí %,%€C entonces: Re(z,.z,) = Re(z,) Re(z,) — Im(z,) Im(z,) 


Probar que: V2,,22€ C entonces || x +z, IP +] a-2 P=2da IP +] 22 ) 


Sí z=l-i, 2) =-2+4i, Z3= 3 —2i . Hallar el valor numérico de la expresión 


+27 +1 
a) og Rpta. 3 
2% E Z2 +] 5 
b) o B+3) Rpta. e 
o Imã) Rota, 3+4 
Z3 Vl 
d) Re(27) +32) -525) Rpta. -35 


Sí w=3iz-z” y z=x+iy. Hallar ||wl||? en términos de xe y. 
Rpta. x +yº +2xºy? -6x?y—6y) +9x) +9y? 


Resolver las siguientes ecuaciones en Z. 


a) iz=l Rpta. z = “i 


b) (1+iz)=] Rpta. Z=+-5 


di 
ei Rnta. z=->+> 
o) Q-iz=i pta. 2 Chá 


Números Complejos 593 


d) ai Rpta. z=-i 
e) iz=(I+i(l-i) Rpta. z = -2i 


Si z=x+iy, siendo xey reales. Demostrar que el lugar geométrico || a |=2 es 
z+ 


una circunferencia y determina un centro y radio. 


Describir geométricamente la región representada por cada una de las siguientes 


desigualdades. 

a) Isliz+ils2 b lz+3ilj>4 

o lz+2-3ill+llz-2+3i;l<10 d) 2<ljzl<4 

e) 4<llz-il+liz+1il<s D I|2z+3I|<1 

8) lIlz-ill<lz+il h) lIizlsl2zz+1] 

D Iz+1lj>2 D) -2<Im(z)s3 Al <Re(z)<5 
kb -05<Re(z7)<0.5 A ljzlj=2 D 2<Im(z)<2 A -2<Re(7)<2 


Qué lugar describe el punto z = x + iy, cuando satisface a las siguientes ecuaciones. 


a) Ilz-2]+I|z|l=4 b liz-2l-lzl=1 
o lz-2l-fzl=- dO) liz-il+lz+il=s 
e) z+z=1 D z+z=|z|? 
e lIiz-il=llz+1l h 2!+7=0 
D 2z-2"=0 per 
k Iiz+ill=liz+2i] D lz-1l=5 
m |lz-4]=3 m) 155E| =4 


n) Im(z?) =á 
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Siíz=2+31, w=1+2, v=3+i 


Hallar a) Re(z-w) b)  Im(=—) 





Describir cada uno de los siguientes lugares geométricos expresándolos en términos de 


las coordenadas conjugadas z,z. 


a) zz=16 b 22-272-22-3=0 
co) z+2z=14 d) 2z=2+6i 
Rpta. a) x2+yº =16 b) x? ey? —4x—-8y=10 

o X%=2 d) y=3 


Mostrar que la ecuación de una recta es determinado por dos puntos z; y z, que cumple 
Fe % 
27% 


con la ecuación Im( 





)=0 


Determinar analíticamente y gráficamente los subconjuntos de € que verifican. 


e) 2 
» jpaailea=1=ó ni E ea 
9 9 
b) Ilz+ell.llz-cll=c” Rpta. (x? +y?)-20*(x? -yº)=0 
Verificar la identidad, donde zwe €. ps, mm)? [id did l=Izll+liwll 





Si fg|<t; A 20, TEU, 


A+ +A;+...+A,=1. Probarque |Aa+A,0,+...+A,a, |<l 


non 
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e: (cos 2a-— isen 2a)(cosb—isen b? (cosZa+isen Za)(cosb—isen by 
Simplifica. —DDDDD>D—>—>—— tg 
cos(a+b)+isen(a+b) cos(a+b)-isen(a+b) 


Rpta. 2cos(3a-—b) 


Siz=x+iy, hallar: 











a) Re() bd) Imb O Im(2)) 
£ 
d) Re) e) Re(z? +2) f Re(-iz?) 
9 Rel) 
E 
Rpta. a) x b) e? O x -Iy? 
p x + yº x dê Ed Eds 
12 a 
d) Ra e x -y2+x D 2x 
ST ) y y 
) cod 
E x + (y = 1º . 


Si zwe €. Demostrar que: Im(—2 + Im) =0 
z+w z+w 


Sizwe C. Probar la desigualdad: Mollz+ Il z]m < a 





z+wllzll+lzw]) 
, donde abc,de R. Demostrar que: vp ue bm) ze € 
jcz+d| 
Calcular :” siendo z=-[|=1+i||+2i. Rpta. 4i 


OO VAO 


Dado z=1 +sena+icosa. Determinar ||z? -z|| 


Rpta. [(sena- cos2a)* + (3cosa — senZa)? | i 
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Calcular (1-iV3)(cos6 + isenO) Rpta. DP pcos(26 -Eyrisen(2o -2)] 
2(1-i).(cos6 —isen6) 2 e! 2 


Demostrar que sí ||z || < : , entonces |(1+i)Zº + iZ | < 


Sí z7,=2+i, 2) =3-2i. Hallar el valor numérico de: 


a) ||327-425 | Rpta. 157 


T 2w+m-5-i | 


b) 
204 = rd 


Rpta. 1 





Ear z+w 
-u +) 


Sizy w son complejos y u=zw .Probar que: ||z||+||w]l=||+— +ul| 


Mostrar que una ecuación para una circunferencia que pasa por 3 puntos z,,72,73 está 


dado por: e Ed Ra Bray. (ca EE pe à | 
TE E 65) £ & Ea = 


Hallar z tal que ||z [+2=2+i Rpta. e Sei 


Hallar todos los z e C tales que Im(z sas) =0 
Zz 


Sea p>0 y pl, probar que || = || =p representa a una circunferencia 
+z 
Hallar todos los z que satisface la relación z(l +ai)=1 -ai 


Demostrar que: Re(z; Z3) — (a zo +71-%) 


— 1 — . — 
Demostrar que: Im(z,.7,))= Ea Zo— XZ9) 
i 
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6) 


O O O 


OO USJOO 


Hallar los z=x + iy que satisfacen la condición dada: 


a) IIz-3il-lz+2il<9 b) |i+7”|<l|2z:] 
o lz+2l-|z-2] >5 dO lz-3]+lz-4l|<s 
z—-2 2-2 
o |S<|<2 D ||| >2 
z+2 2+2 


Seana, by c tres constantes complejas, z una variable compleja. Probar que: 


ara+bz+bz+(c—c)z.z=0 es la ecuación de una circunferencia. 


Sea a y b dos constantes complejas, si b * O probar que: a+a+bz+bz=0 es la 


ecuación de una recta, donde z es una variable compleja. 


Si llzli<ty lz; ll<1,Probar que: ||z;+z; ||< [142,22] 


si llzll£0, probar que lg istareto! 
Pá 


Si llz ||» 0. Demostrar que: ||z-1li<llzil-1]+|zll.larg(z)] 








z 
Demostrar que: [x +z||> atlz atol 2] 
Il z; ii Hz, || 
Sillzll<iyllz, |<1, probar que: ni à |<1. ; En qué caso se cumple la igualdad” 
1-22 2 
n+2 +Z 
Demostrar que: || z, || + || z; | = || E: z =(a.z9) + ES + (x; 22) | 
) 1 
Demostrar que: Ilzo+z +...+zn Izzo ll-Wz -Iz> -..—Iz, |] 


Determinar el conjunto de puntos del plano que satisface a la relación: |jz-1+ilj=2. 


Rpta. (1-2 +(y+1)? = 
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Hallar los conjuntos de puntos del plano de la variable z que se determina por las 


condiciones dadas. 


a 1ÉDjs<i b) llz?-1lza?,a>0 
z+1 
ce) 4<lz-il+l|z+il<8 d) llz-ill-lz+ill=2 
eo Izll-3Im(z)=6 D liz-2l=hi-2:] 
i Qué curva determina la ecuación |z+c|+|z -c|=2a, donde ayce R*,a>c? 


«Qué curva del plano XOY se determina por la ecuación z.z+i(z—z)-2=09 


6.16. FORMA TRIGONOMÉTRICA O POLAR DE UN NÚMERO 
COMPLEJO.- 


Sea z=ah+bi, un número complejo distinto de cero, entonces el módulo de z es 


pesliaii=s0 00 AO 





Denotaremos por O el ángulo formado por el segmento orientado que representa al 


número complejo z, con el eje X. en sentido antihorario. 


cos0 = 


E E a a=rcos0 
Luego del gráfico se tiene: » dé donde 
b=rsenô 


senO = 


vis =Is 


599 


Números Complejos 





Como z=a+bi. al reemplazar a y b se tiene: 


Que es Ilamado forma trigonométrica o forma polar del número complejo z. 


Al ângulo Q se le llama argumento de z y r= || z || es el módulo de z que denotaremos por: 


r=lzl=Va+b? 


0 = arg(z) , 
por lo tanto: z=a+bi=r(cos0+isen 60) 
r=zl=vo+b y 9 = arcig(ã) 
vi 
O! I 
0=180º-a 0=d 





Ejemplo.- Expresar z=1+ 3i en forma trigonométrica o polar. 


Solución 





Calculamos su módulo y su argumento 
Z=1+)3] 


r=Ilzl=1+3=2 


0 =arcgB) > 1g0=)3 > 6=60º 


z=1+43i= r(cos6 + isen6) 


z = 2MUcos 60º +isen 60º) 
Expresar z=-3+ 3 en forma trigonométrica o polar 


Ejemplo.- 
Solución 
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Calculando su módulo y su argumento. r=||z=V9+3=2/3 > r=|Z|=243 


A 


0= arco) de donde 60 e 2do. cuadrante. 


"3 x 


Es decir 6 = 180º - a, donde A >» q=— 


g=n-E=*E = fé 


6 6 


Z= 3+3i = 2N3(cos=E + isendE) 





Sean z) =n(cos0, +isen0,) y z, =r,(cos0, +isen8,) 


Dos números complejos en su forma trigonométrica, entonces: 


| 2-Z2 = n(cos0, + isenOy)n(cos,+ isen0,) =nrcost, +0,)+i sent, +9,)] | 


Sí 7, (00) y r *£(0,0), entonces: 





Ejemplo.- Sí my = cos +isenZ) y 2, = 4KcosZ +isenZ) 
6 6 3 3 
mo x E é Ti sds TO 
Ent Z,.Z, = (QX4lcos— + >) +isen(— +—)] = 12(cos— +isen — 
ntonces Z,.Z, = (3X epa 3) i C Eu ( 2 2) 


E 5 
a a a 


EP =*[cosE e +isen(Z = se (cosZ +i sen) 
nú cos T +isenTo) 3 San 3 6 3 6 
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6.18. POTENCIAS Y RAICES DE NÚMEROS COMPLEJOS.- 


TEOREMA (FÓRMULA DE MOIVRE) 
Para todo z=a+bi y todo entero positivo n se cumple la siguiente relación. 
(a+bi)” =r"(cosn0 +isenn6) 


Llamada fórmula de MOIVRE 


Demostración 
La demostración lo haremos por inducción 
D  Paran=l, a+bi=r(cos6+isen6) 
ii) Para n=h, (a+bi)" =r"(cosh0 +isenh6) 
ni) Para n=b+], 


(a+bi)"! =(a+bi)" (a+bi) =" (cosho +i senhO)r(cos6 + i senB) 
DR [ao | - o h+l ae 
=r"" (cos(h0 +0)+isen(h0 +0)) =r” [cos(h ADO tidas 10] 
Por lo tanto se cumple la fórmula para todo entero positivo n. 


Ejemplo.- Calcular (1+ 3)! 
Solución 


Z=1+/3 > r=|z]=143=2 y 0 =arag NB 7 


+37” =2" (cos E + isen TE) = 128(cos TE +isen TE) 


TEOREMA.- Si z=a+ bi es un número complejo y n es un entero positivo. La raíz 


0+2kn .. 0+2ka 
mesa SO +isen 


n-ésima de z es [cos ] para 


n 
valores de k=0,1,...,n-—1 


Demostración 
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Sea w=x+ iy, la raíz n —ésima de z 
Es decir: w"=z perocomo  z=r(cos0+isen6) 
w = p(cos o. +i sen 0) 
(x+ »" =a+bi, reemplazando setiene: p"(cosna+isenno)=r(cos0+isen6) 
de donde p"=r, on=0+2kr, k=0,1,2,...,n-1 


Luego p=r!"", pe ho k=0,1,2,..,n-1 
n 


us 0+2knr . 0+2kx 
cos E ugsen T 
n 


Como w=p(cosa+iseno) setiene: w=r 


] 


como w es la raíz n — ésima de z, se tiene: 


pltn 0+2kzx 0+2k 


psd [cos—— +isen 4d) para k=0,1,2,..,n-1 
n n 





[ad g - a! 
=» Ejeémplo. Hallar las raíces de (-4 +45)! 


Solución 


Calculando su módulo y su argumento 
7 4 
z=-4+4; > r=|zll =442, 0 Sa) = 6€ 2do. cuadrante 


Luego 6= 180º -a, donde tga=1 = q=45º 


Por lo tanto 0= 180º - 45º = 06= 135º 


135º +2k7 pda 
5 


(-4+4)!5 = (42)Pfcos => +ise 


o o 
Evo igodés E isen E IA 


para k=0, m= V2(cos 27º +isen 27º) 
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k=1, mw = J2(cos99º + i sen 99º) 
k=2, w=2(cosl71º+isenl71º) 
K=3, my = 2 (cos 243º + isen 243º) 


k=4, w=2(c08315º +isen135º) 


m 1 
TEOREMA.- Sea z=a+bi, definimos z" =(z")”, param y n enteros positivos, 


donde my n son primos entre sí, se cumple la relación siguiente: 


m m 


z" =r"[cos (0 +2km)+isen2 (0+2kn)] siendo r=Va?+b?, 6= ara 
n n a 


Ejemplo.- Efectuar la operación (1+ 3! q 


Calculamos r=vVa? +b? 3 PR ci 
a 
r=vV1+3, 0 =arag tê or = E 


d+ NBS = Sons (5 + 2km) +isend(E+ 2km)] 


para k=0 , w= 258 (cos 50º + isen 50º) 
k=1, w =22º(cos350º+isen 350º) 
k=2 , w;=2º'8(cos 290º +isen 290º) 


k=3 , w=2*º(cos230º+isen 230º) 
R=4 ws =2º'º (cos 170º + i sen 170º) 


k=5 , we =2º'8(cos110º+isen110º) 
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6.19. EXPONENCIALES COMPLEJOS (FÓRMULA DE EULER).- 


Por el momento admitiremos la definición de la exponencial real. 





que más adelante demostraremos, en dicha expresión observamos que: 


e =1, e =ete” 


Definimos la exponencial compleja por: e” = cosx+isen x (e: número de Euler) 


que es Ilamado la fórmula de Euler. 


x+iy 


Siíz=x+tiy> e'=e"" =e"e” =e'(cosy+iseny) 


Cuando y =0, e* =e* se obtiene la función exponencial real. 


” 


Cuando x=0, e“ =e” =cosy+iseny, se obtiene la fórmula de Euler. 


PROPIEDADES.- Sean z, we € 
- e” 
B— E e pr P.— — =e” 
e” 
P;— Sie*=1 = z=2ni, nesunentero. P,.— (e*)" =e”*, nesun entero 


Si en la fórmula de Euler sustituimos x por —x, es decir: 


e” =cosx+isenx| se obtiene: e “ =cos(-x)+isen(-x) de donde| e” =cosx—isen 


Luego e“ =cosx+isenx 


e” =cosx-isenx Sumando 


e” +e” =2cosx, ósea que: 





Números Complejos 605 
analógicamente para el sen x 
ix . 
e* =cosx+isenx 


e” =cosx-isenx, restando se tiene: 


e” 





Por lo tanto: 





Estas fórmulas sirven para el estudio de las funciones trigonométricas. 


Si z=r(cos0+isen 0) entonces z=re'” es la fórmula exponencial del complejo, 


donde r=||zll y O se denomina argumento de z que es denotado por 6 = arg (z) 


Ejemplo.. Sí z=eº? > Izl=1 


Solución 


Como z=e'” => z=cos6+isen6 de donde ||z|| = Vcos?6+sen?0=1 > |lzll=1 


ni 
Ejemplo.- Probar que: e? =i 
Solución 


ni 
E Rs TE am: 
e? =0085 + iss Ea tg 


nja 


6.20. LOGARITMO ENC.- 


(o) 


La exponencial compleja z=re” es un número complejo, el valor de 6 se denomina 


argumento principal de z, que denotaremos por: O = arg(z) 


606 Eduardo Espinoza Ramos 


Para todo complejo zx0, le corresponde solamente un valor de 6 con 0<0< 27. 
Sin embargo cualquier otro intervalo de longitud 2r por ejemplo -x<0<xn se puede 


emplear. 


El logaritmo complejo es la inversa de la exponencial compleja, es decir: 
Si z = re'º es un número complejo > 3 we C únicotalque r=||z|l y 6 =arg(z) 


Generalizando se tiene: 





El valor principal de Inz es el que se obtiene cuandok =0, es decir: 


V.P. delnz=Inr +10 


Ejemplo.- Hallar In z, donde z=1-i 


Solución 
a 
jsis 

ELA e seje Sê, 1g0=— Es 0= 


iissdii=pedios 9 + 2km)= In VZ +1(E + 2km) =InV2+(5+2ni 


yel V.P. de jnz=InvV2 40 


6.21. EXPONENCIAL COMPLEJA GENERAL.- 


Sean z; y z, donde z, *0, entonces consideremos la exponencial compleja w = z, 


Eos] 


aplicando logaritmos en base natural se tiene: 


" le sabrina á zlnz 
Inw=lnz” =2z, Inz,,y por definición se tiene: 
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6.22. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(1) Obtener la forma polar o trigonométrica de los siguientes números complejos. 


a) 


b) 


c) 


z=v3+i 
Solución 


Sea z=x+iy=r(cos 0+isen 6) 


Donde r=|lzl=2y i= ses 06E 


sá 6 


z= 3+i=2(cosT risen?) 
6 6 





z=-2-243i 


Soluciôn 
r=Izll=4y 120 ==D5 > 0€ 3er cuadrante Y 


sea 0/ tga=3 => a=. 


Luego 6 =180º ss = 240º 


Como z=r (cos 0+isen 6) 
z = 4(cos 240º + i sen 240º) 


z=-1-1 
Solución 


z=-1-i = r=|J2=42 
tg0 = => 0€ 3er cuadrante 


Sea altga=1 => q=45º 





Luego 0 = 180º + 45º = 225º 
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d) 


(2) Calcular las potencias indicadas 


a) 


b) 
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z=r(cos 0 + isen 0) entonces a= 2(cos 225º + isen 225º) 


z=-4i 
Solución 


r=lzl=4 
= 
tis = = 0=270º 


z=r(cos0+isen 0) 


z = 4(cos 270º + i sen 270º) 


(= 


Solución 
Seaz=i-i>r=|z|=2 


tgô =— = 6€ 4to cuadrante 


Sea a/tga=1 > as 


Luego p=0r- Eee 
4 4 





(=) = rÊ (cos56 +isen 50) = 4V2(cos2 ii Ee 


(8 do" 
Solución 


Sea z=3-i > r=||z|=2 


—- 
tg0=—= > 0€ 4to cuadrante 
ne 





Sea q/ ind >» d= 
J3 


Ia 
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= dz 


Luego 0=27- —— 
' 6 


ol 


(V3 —i)º = rº(cos60 + isen60) = 64(cosllm +isenllx) 


e) (t=-14 da" 


Solución 


Sea z=-1+V% > r=|z||=2 z=1+v3i 


Y 
Ely 


"3 


tg0 = E = 0€2to cuadrante 


Sea o/ tga=3 = a= 





Luego pen 
3 3 


(elas8 D' = I2s(cos TE sen e) 


) Efectuar las operaciones indicadas. 


1 
a) (-128+128/3)8 
Solución 


Sea z=-128+128/3% =» r=||zll=256 


pet 


tg SEN > 60€ 2do. cuadrante 





Sea a/tga=3 = a=5 
Luego 0 = 14 = dE 
St 9 


i< 1284128059 = ricos ERR, +isen noto C+A, donde k =0,1,2,3,4,5.6,7 
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1 
(1284128308 = (256) (cos HM | jon 26h 


24 ) 
x x 
ara k=0., = 2(cos— +isen— 
dá ii 12) 
x x 
k=1, w=2cos—+isen— 
E 3) 


k=2, wm= ans E sina 
12 12 


k=Yy, w, =Ucos SE + send) 

k=4 vs = on EE nen EE, 
12 12 

k=5. wa = Acos E + isen SE) 
3 3 

I9gx . 197 

k=6 = 2(cos—— +isen—— 

fai 12 TE 

lix lim 


KZ, =2(cos— +isen——) 
id E 


bd) (43-49! 


Solución 


Sea 2=4/3-4i >» r=|z|=8 


tgO = Eu => 0€ 4to. Cuadrante 


443 





] 
Sea a/ tga=-= 5 aq = 
adia: 


aja 
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Liz 


Luego 6 = 2n-Z = 
6 6 


(443 — aii = E (cos ú aa, isen Std, 


| 
(443 —4)3 = cos Ma dr nes lim +12kr 


18 

lim lig 

ara k=0 , m=2cos— +isen— 
- e ET 18) 
k=1, w= Acos E +isen E) 


k=2, vs = 2(cos EE + isen ES, 


n 
(4) Demostrar que: (1+i)"=2? (cos TE +isen 4) 
Solución 


Seaz=l+i > r=|zl=2 


aq 


tg0=[=1 > 0=— 


E 


U+i)” =r"(cosn6 + isenn6) 


Asi) =2º Post +isen E) 


(5) Demostrar que: (V3-)"=2" (cosTE isen e) 


Solución 


) 





611 


612 


Eduardo Espinoza Ramos 
Sea 2=/3-i >r=|z|=2 


tgO ns = Ge 4to. Cuadrante 


J3 


Sea di pas 3 qeÊ 
3 6 





Luego 6 = 2n-& = 


(N3-iy" =2"(cosn0 + isenn9) =2'oos(-"E) +isent =2'loos"E —isen*É] 


Calcular (l+cosa+isena)” 
Solución 


I+cosa-+isena = 2cos? & + 2;sen & cos = 2cos E (cos E + isen) 
2 2 Za E) 2 2 
a a [94 a no. na 
I+cosa+isena)” =[2cos—(cos— +isen—)]" = 2" cos” — (cos— +isen—) 
É ! 2 2 2 2 2 2 
Demostrar que: Sí z ga =2cos0. Entonces 2” gde = 2cos(mô) 
Zz Z 


Solución 


Sí 2+1 =2cos6 > z=cos0+isen6 
z 
1 : 
— = cos6 —isenô 
Fá 
aplicando MOIVRE setiene: 2” =cosmô +isenmô 


1 , 
— = cos mê — isen mê Sumando 
mm 


a 


4 


l 
2 + — = 2cosmê 


Ea 
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4 


Usando la fórmula de MOIVRE, demostrar las siguientes fórmulas: 


a) sen2x=2cosxsenx ' cos2x=cos? x—sen? x 


| Solución 
(cosx+isenx)” =cos2x+isen 2x ... (1) 


E a. E) 
(cos x+isen x)? =cos? x+2icosxsenx-—sen? x 


2 


> . 
=cos" x—sen” x+i(2cos xsen x) sã» (2) 


de (1) y (2) se tiene: cos2x+isen2x= cos? x—sen? x+i(2cosxsenx) 


De donde: sen2x=2cosxsenx : cos2x=cos? x-sen? x 
b) sen3x=3cos? x senx-sen* x : cos3Ix=cos! x—-3cosxsen” x 
Solución 
(cos x+isen x =cos3x+isen3x (1) 


2 3 


Ê x-isen' x 


(cos x+isen x” = cos” x+3icos? xsen x—3cos x sen 


=cos* x-3cosxsen? x+(3cos? xsen x-sen” xi = (2) 
de (1) y (2) se tiene: 


: x+(3cos? xsen x-sen* wi 


cos 3x+isen 3x = cos” x—3cos xsen 
= = 2 
de donde por igualdad se tiene: cos3x=cos* x—3cos xsen” x 


a 
sen3x=3cos? xsenx—sen* x 


(9) Desarrollar cos* 6 en términos de sen 6 y cos 6 de múltiplos de 6. 


Solución 


z+ 


ta | mma 


=2c0s0 = (64 Lp ficas O 


“ 
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8cps* 6 = (aa =7 ppa 0) = 2c0530 +6cos60 
pe és Z 


cos30 +3cos6 
4 


cos O = 


Probar que: sen*8cos? 6 = —e(sen 50 -sen38 —2sen6) 


Solución 
: 3 5] 13 Los, se] 3 1 1 
(2isen O) (2c0s0) =(2== G+=)" =(2 ==) (E = 5)- 22 =) 
Z z z E Z 
32i sen” cos? 6 = 2isenS6 —2isen 30 —4isen O 
sen? Gcos? 8 = E (sen50 -sen30 —2. sen 6) 


(11) Demostrar que la raíz cuadrada de z = a + bi es el complejo x + iy, donde: 


zllta 
2 


llzll=a 


 y=t 
H 2 


Solución 


Si x+iy es la raíz cuadrada de z=a+bi >» (x+ iy)* = a+bi, aplicando módulos 
Ix+iy|f=|a+bil] y por definición se tiene: 


x2+y =vVa?+b? esdecir x*+y? =Ijzll cas El) 


Como (x+iy)? =a+bi, desarrollando x?-yº+2xyi=a+bi, por igualdad 


É o fa 
ad da ve (2) + sumando y restando (1) y (2) 
20 =b (3) 
Diga E 2 
=]z 2x =zll+ É al 
Pet=Nal, [mê=helto aonde sua flelia oa fiel a 
x -y'=a 2y*=Izll-a 2 2 
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Aquí se obtiene cuatro pares de miembros reales, de los cuales seleccionamos dos de la 


ecuación (3). 
Sib>0 => x,y se eligen con el mismo signo. 
Sib<0 => x,y se eligen con distinto signo. 


es Es “ 
Resolver la ecuaciónenC; z =2i 
Solución 


Resolver esta ecuación es equivalente a sacar la raíz cuadrada. 


Luego a=0, b=2, lizll=2 


x=t pesa = [2+0 =H ; y=t flelca =t Es =+1 
ê Z 2 2 


como b>0 => z=V2i=x+iy=+(1+i) 





Resolver la ecuación 2? =-3-4i 


Solución 


Como ||=|=V9+16=5, a= 3, b=-4 


E: eli Ee =*1 ; EE Alla = ps =a5 
2 2 É 2 2 


Como b<O0, xey se eligen con signo distinto, es decir (1,-2), (-1,2) 
Luego. z= V-3-4i=+(1-2i) 


Escribir las expresiones siguientes en la forma: a+bi 


Solución 


pn; ds 
e 3 Elend = dcosT +isenZ] e il8, 
3 3 pi 2 
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Solución 

E ne reste) er A 
e =ee 4 =ejcos(-—)+isen(-— 
4 4 


SE Dai 


= elcosT —isent e 
[ 7 Z|- (— 
E; : 
Si z=6e? , Hallar el valor numérico de |eº | 
Solución 
E x rn 
Como z=6e? = Alean fisegr =3+3W3i 


> iz=-3/3+3i, dedonde e“ = 3 2 pH (cos3+isen3) 


es || =e>8 
Si z=x+iy, Hallar el lugar geométrico arg(z+1) +. 
Solución 


Se conoce arg(z)= 0 = arg(2) = arctg(S) 
x 
Siíz=x+riy =» z+1l=x+1+iy 


arg(z+D = arcigod =, de donde = tg =» y=3(x+1) 
y+ 


Si z=x + iy, halle la ecuación del lugar geométrico arg(z”) = 


Solución 
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Siz=x+iy > 2º)=xº-yº +2xyi 


2 2xy 
arg(z?) = arcig( 2 )=-Z 
x —y” 4 
2xy 
— o tg -S)=-1 => y2 =x] +2xy 
x —y 


Demostrar que: senx+sen2r+...+sennx= 


Solución 
T=senx+sen2x+...+ sen nx 


S'=cosx+cos 2x +... + cos nx 
E E 
Sea e luego 


a 


É" =cosx+isenx 


o* =cos2x+isen2x 


2 ” 
a" =cosnx+isennx, entonces 


2n n =n 
: a" —l 3 a 
s+iT=0" +0" +..:4+0”" WE éra. 


02-11 


donde q"! =costto nm +i sen x) 


— 


s ns. nx 
o” =cos— x+isen— 
2 2 


n+1. nx 
TE lg 


sen(>) 


o(a —o!) 


n ; nx á n+l.. 
a sem por tanto nd q 


ES 


= 


Es 


a-a 


meio” —0" 


n 


Tê, 
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Re nx 
sen(n + 1) — sen — 
senx+sen2x+...+senax = nd 


Calcular 


a) Ini? 


x 
sen— 
2 


Solución 


Se conoce que: Inz=Inr+i(0+2km) donde r=||z|=1y O=arctg(z) > 0 = 


nb == dis TE mil =LE sm) 
E) 2 2 50 
db) Ind+i) 
Solución 


z=l4i > y=|z|=42, 6 =arcig(=)=315º = E 


Ind+)=InvV2 +iCE +2km) 


Resolver la ecuación x! -2x]'+2=0 


Solución 


io 2+V4-8 2+2i 
2 2 


>, 
ll 
It 





=1+i de donde seobtiene x' =I+i v x! =1-i 
aplicando logaritmo se tiene: ilnx=In(l+i) v ilnx= In(l —i) 


inx=In 2410, +2k7) v ilnx= In V2 + + 2km) 


Inx=5.2k7 -itn/2 v ina= TE + 2km it 2 
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6.23. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


(1) 


O O 


Calcular zº siendo: 


a 
a z=—————— ae R, 0<a<2m 
sena —iIsena 


bd) z=(3+)) traga 








4 
Rpta. a) -—£ b) E. e) ndo? 
sen” a 2 32 2 2 
Sabiendo que n = 3k demostrar que: pda By + da Rem E: 
So 2. 2 
ikx +e it 
Calcular 1+2cosx+2cos2x+...+2cosnx, sug. coskx= : 


Si z=x + iy, hallar la ecuación del lugar geométrico definida por arg(z + 2) = a 
+2 


Rpta. y= 





Si z=x+1y, hallar las ecuaciones del lugar geométrico definido por: 





a) argçE5É) = a Rpta. xy” +2x42=0 
b) Es Rpta. x +y2.4x-2=0 
x-2 2 


619 


, ; is z-1. x E E 
Siz=x+iy, demostrar que el lugar geométrico = = a es una circunferencia, 
z- 


hailar su centro y radio. 


Demostrar que: argçi"* ati 7 emonces |z |l=llz, | 
272 
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Demostrar que: E ás - EC 
l-itga 


l+Hitgna 





l-itgna 


Efectuar las operaciones siguientes: 


E 48 ao 
=145)€ b di 
a (Ilh+i) ) e 7) 
O) 0+2)* o d+)? 


Calcular las raíces siguientes: 


a) Ni do Yi 
do 8 o “fá 
9 K ho 2-2 
Do en” Do d+v3)S 





m 3P+i a Ed 


V3+i 

E l+i 1/2 
a. a o) (3-2) 

1+i3 
O (4+49!5 9 (16)! 
Demostrar que: 
d es] b) eM=- 
d) = =i e) ertni =-e? 


Sí z=re” > z=re 
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e) 


e) 


)) 


n) 


P) 


s) 


c) 


(+ 3 





(+23! 


o 
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(3) 


Hallar el módulo de los números complejos 


a) e 2+1 b) e 2-3 








Z, Es 
a) eb b) 2eº 
E; 
d) 2ie” e) 6ef 
Hallar la solución de las ecuaciones en C. 2? =-2/3+2i 
Rpta. 2 =+/2-43 Pi 
Simplificar las expresiones siguientes: 
di Ro ques b) ao Uaer 
I-cos6 +isen6 l-itg0 
E ad E a 
ce) qi (——)" 4+(-—— iá 
'— (D)'+1 
Resolver las siguientes ecuaciones: 
a) e =1 b) 22 as 1443 
2 
d) n:=2+5 e) cosz=1l-i 
Dado z=-]|-1+2i:]| +2i, Hallar Inz Rpta. 


o) ese! 


E 
l+re! 
9 
l-e! 
yº a (lotes n 
I+ictg0 
1 In z+ 
o UU =e 


i 
nZ=2+— 
9 se Ã 


Inz=InvV7 +i(0+2k7) 
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Determinar los valores principales de las exponenciales siguientes: 
a) z=V2-i b) z=(-i/3 o 2=0" 
d=Din(V2-5) Ê ii 
Rpta. a) z=etmv b) z=eftih2 o) e: 
Calcular: a) (e pr » Den“ 
E ab dia 
c) 1+)” d +" 
d+) » | 2 7) 
(1) Calcular: a) In(-i) b) In ad 
o In(l+i) O In(/3-43) 


(2) Obtener los siguientes complejos. 


100 100 
a) =>" b) =" 
1=0 k=1 
100 100 
Sugerencia: =) id 
k= k=1 


[3 fi 14 
é esses e" -er 
(23) Sí E É senz=-———— . Demostrar que: 


a) cosz=cosx.coshy-—isenx.senhy 


b) senz=senx.coshy+icosx.senhy 


(24) Siz;.Z2, € C, Probar que: arg(z;z, )=arg(z;) + arg(z, )+ 2kn k=0,+1,42.... 


x 27 5x ix 9x 
(5) Demostrar que: a) cos E + cos TE + cos 1 +cos TI + cos — = 


a 
nz 
/ 


A 
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6.24. MISCELANIA DE EJERCICIOS.- 


(1) Hallar las soluciones reales de las ecuaciones 


a) (Gx-i2+D+(x-iyM1+2)=5+6 Rpta. x=—, y=— 


b) (x-iyXa-bi)=i”, donde a y b son números reales [alz|b|. 





co) (4+2)x+(5-3)y=13+i Rpta. x=2, y=1 


O 


Si z=(ab)y w=(c,d) resolver el sistema: iz+(Il+)w=3+i; A+ri)z-(6-Dw=4 


Vl+ x? +ix = 


Demostrar que: —————— 
x-ivl+x 


Expresar x e y mediante u y v sí: 


i (xes real) 


O 








+ =1, x,y,u,v son reales 


x+iy u+iv 


O 


De 

+v —u v 
Rpta. PR Mi à VET E 
a —u)? +v7 Ou) + v? 


(5) Comprobar que: 


5 i 1+2i 2-i 2i 

-i(2-DB-i) 2 3-4 Si 5 
(6) Si z=x+iy demostrar que: zz=x)+y? 
(7) Demostrar si O es un ángulo arbitrario, entonces: e srs =cos0Tisenô 

cos0 tiseng 
Demostrar que: 
2+1) 
a) z+3=z-3 b) iz=-iz c) (Rad) =1 
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: a a+bi 
Siay b son números reales, Demostrar que: || || =1 
iCuál es Re(z” — 27) e Im(z” —2z) dedonde z=x+iy? 
Comprobar que si || z. |||]; || se cumple e ui < pal | II 
Ilz> 1111 25 || 
Demostrar que: pela Z,+Z, *0 
Hz + lizo |) 
Reducir las siguientes expresiones algebraicas a + bi 
a) A-D)? ++)? Rpta. 3 + 2i 
mp teia Rpta. 2i 
I-7 l+i 
G-D)d-D) 5 10 
d) gel Rpta. 1-i 
Q+)(1+2i) 
3+2i S 
e —>—— Rpta. >—— 
E É 
l E 
b & Rpta. “i 
1 
Dis AD: E 
ZERO: a ; x +y +3x+2 iy 
Sí z=x+1 Rota, ES tea (Mi 
) z+1 É Ê, PÉ + 7x4 Psy ara 
b A+rix2-)d-d) Rpta. 4 2i 
) 12+8i 52+13i Rpta. 1-4i 


en) 13; 
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A) 


Reducir las siguientes expresiones a la forma a + bi 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


kJ) 


k) 


)) 


l+i 
(=)? 





iRe(Z) 
Im(iZ) 


[1 + Re(z) + à Im(z)] [1 — Re(z) — à Im(z)) 


Es 
(1 4)X5 + 3i) 


(2 + 3DG3 — 25) + (2 — 31)(3 + 21) 


4+i 5-3 
RES 
2-i 3-i 





l 1 
jo 
l+4i 4-i 





d+)d+D) A-B-D) 


3-i 341 
(5+5iX—V3 + 3i) 
—S3-i 
(3 +3DÉ 


(2.3 +273-3435) 


8+8V3 
243+2i 


(4448312 
2421 
1 i 
PR a 
(a+bi)” (a-bi) 


Rpta. 


Rpta. 
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——+i 
2. 2 


Rpta. [1-Re(2)]? + [Im(2)]? 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


Rpta. 


21 


-2 


sV3d-i) 
1728 


12.3 —12i 


243 +2i 


43 +4i 


2a? -b?) 
(a? +b?)? 


626 


O O 


Hallar el valor absoluto o módulo de: 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


(d= 35 +? 


d-SX-3+4) 


lei 


8 
(ur 


G+4D(I-i) 


C++ (Bi) 


(6+7)(4-2) , 1 
4+2i “ 7+6 


(+43 +71) 


4+6i 
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Rpta. 1 


Rpta. 1 


Rpta 35 


Rpta. 1 


Rpta. v2 


a g bos ] 4 
Siz=1+i, representar geométricamente los puntos z, —, 22, 2” 
Zz 


Si 2 =l+i,z, =2-i, representar geométricamente los puntos z,, Z), +22, Z1Z2» 


(22) 


Z 


Si z=x+iy, hallar: 


a) 


d) 


8) 


1 
R(— b 
e( Z ) 
Re) e) 
Zz 


Im(4iz? — 62 +8i) 


Im()) 
z 
Re(z” +2z) 


h) 


co)  Im(z”) 


Dn  Re(-iz) 


Res -t) 
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69) 


O) 
e) 


Demostrar que sí (cosa+iseno)” =1 entonces (cosa-isena)” =1 


Siendo z un número complejo demuéstrese que: 


a) Izll>IRe(z)] E b  Iizil>lima) 

o) Ilzlf>2]Reo| mz) à 2llzl>|Reo!+|Im(z)| 
= cl=o) deaçad 

Si w= + Demuestre que ||z ||< | implica Im(w) > O 





Indicar que líneas se determina por las siguientes ecuaciones: 


a) Im(z?)=2 Rpta. Hipérbola xy = 1 
b) Re(z?)=1 Rpta. Hipérbola x? -y* =1 
1 1 : a: 32d 
oO  Im(S)= 3 Rpta. Circunferencia x +(y+1)' = E 
d) Im(z?-2)=2-Im(z) Rpta. Hipérbola xy =-1 
o vazia] Rpta. Hipérbola x? —y? = 
; ; 2 lro.. 9 
D 2zz+Q+Dz+(2-Dz= Rpta. (x+1) o cá “E 
2 y 
g Iz-ill+llz+ijl=4 Rpta. Elípse EP ii 
9 
did po 
h) Ilzll-2 Im(z)=6 Rpta. Hipérbola ——— —-—— =] 
Ee, 
4 2 
(-57 y 
DP 3llzll-Re(z)= 12 Rpta. Elípse + =1 
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» lz-1+il=1 kb Re(z-)=2 
, ; “n. Reíz 
D lz-ill=hz+il mp lz-=*S2 
o) Re(z”-z)=0 m) Re(i+z)=||z|l 
nm Ilz+ill=2Im(z) fi) Re(z-)=2 
(23) Determinar la región que describe la región siguiente: 
a) Iiz-il<Ret(z) b) O<Re(z)< Im(z) 
o O<arglg)<Z a o<agby<Z 
2 w 2 
eo Ijz-2+ill<1 D I|2z+3]>4 
D OsSagosT ho Iz-4]>]z] 
, é 1 l 
P |Reg)]<lzl + RA) 
2 
k Ilzll>2+ Im(z) D Ilzljl-Re(7<0 
l 1 1 1 ; 
Db —<ReS)+Imn(>)<>— m) Isllz+2+il<2 
4 z rd 


m llz-illslz-il 


(24) Determinar la forma polar de 





2 [4 nó 
9 2º—— b) 2= o) 2=(93-1) 
1+ 43 qn 
Usar la forma polar de un número complejo para demostrar que: 
a (+43) =2H( 14143) bo (+)! =-8(+i) 


Demostrar que si c es una const teal positiva, entonces la ecuación representa un 
círculo síc 1 y una recta síc = 1. 
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Demostrar que z=a+ bi es una solución de la ecuación: 
2 -Ma+bi)z? +5(a? —b? +2abi)z— 2aº —3ab? +i(3a?b-b*))=0 
Demostrar que si ||z-4i||+||z + 4i||=10 es una elipse. 
Calcular las potencias indicadas. 
a (2-2)! Rpta. 2/º(1+i) 
bd) (3-3 Rpta. 1728 
e) Ep Rpta. —2º(1+13) 
-i 
= 
9 (€—) Rpta. 1 
l+Hi 
5+5i 6 i 
e) O Rpta. — 
10,3 +10i sh 
6/3146 —3 1 [1 
tida Rpta. =-À 
RPE ala 
g) pa po 2-6 
Hallar las raíces indicadas: / 
a Ati b) YV3-1 o ii 
a 32 o 4Y6-16/3% D (4943-498 
324155 1+1,146 : 4 
1642 += “- h mea i) — 
9 d6v2+ To » E 


po ki kb Ve-sV% 


630 Eduardo Espinoza Ramos 


Ds Nã(cosT +isen) » ((2'+2'y2!-2º9]!º 


Gi) Resolver las siguientes ecuaciones: 
a) 2º+9=0 b) 2?-27+2=0 
o) 72+27+5=0 d) zÍ+1=0 
e) 2º+1=0 D 2º-1=0 
g 22-1=0 h) 28-1=0 
D z24=0 p zº-1=0 
(2 Aplicando la fórmula de Movre expresar las potencias de sen O y cos O las siguientes 


funciones de ángulos múltiples. 


a) sendo Rpta. 4sen 8.cos* 8 -4sen” 6 cos6 

b) cos40 Rpta. cos 6-6cos? 8.sen? O +sen* O 

c) sens6 Rpta. Ssen6.cos* 8-10cos? 6.sen” 8+sen” O 

d) cos50 Rpta. cosÍ 6-10cos” 9.sen? 8 +5cos6.sen* O 
(3) Si e” =cosz+isenz, demuéstrese que: 

a) cos p= te b) seng = nel 


Verificar que: 


a) senhiz=isenz b) coshiz=cosz 
c) seniz=isenhz d) cosiz=coshz 


e) itghz=tg(iz) DD ctgiz=-ictghz 
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Ant E, 
(35) Calcular a y b en: le 12 Prarbi=e? 


(6) Demuéstrese que: 





- ) 0 
a) ef =eê b) cosg=É a 
o il - 
c) senô= di a d) sen?0= l-cos28 
21 2 
e) cos? 0-= l+cos26 D cos) 6 - cos 30 + 3cosê 
2 4 
g) cosiz=cosiz h) seniz*seniz 
D senh(z+i)=-senhz D cos(z+ir)=-coshz 
(7) Efectuar las operaciones indicadas y expresar el resultado en la forma x + iy. 
iz Rod Fur dx, 
a) Je) 2N2e * b) Se? 4e6 
5x. x. 3x. sz. 
Ei Er —ê —i 
co) 2es 3e? d) Ze! N3e! 
3, : 
242e 4 b Te? 
à E 3” 
3e? 
Determinar todas las raíces de las siguientes ecuaciones: 
a) cosz=2 b) senz=cosh4 c) coshz = 


d) senhz=i e) coshz=-2 


Expresar en la forma compleja los siguientes ejercicios. 


n 3-5 tal pi5 
243 -1/5 7” 1 
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b) flo Rpta. AO A, 
4-1 bo 7 gg 
c) “I7+24i Rpta. £&(3 + 4i) 
3-4i 
à core 
1 Ji, CD d+ 33) 
3-1 
é aa b Pê. 
+i J+i 5+2i 4+i E» 
ETs 
3-1 


Determinar los z e C tales que Im(z no =0 
á 


Hallar todos los valores reales de x y los correspondientes de w que hacen que el número 


complejo w = (x — D(x + 3) — 91] sea imaginario puro. 


2 3+WN3 


Rpta. x 5 A w=(12-15/5)i 
pao : midias) 


Size €C, Demostrar que (1) =27º 


Hallar el módulo de las siguientes expresiones. 


2-3N0+4) Dto dp CHDC-D Bias 2/5 
(6+4iX15-8i) 34 S+i 
Demostrar que: qse á a o 
l-itga l-itgna 


Calcular: 


ái padê yo o E o 3-3 
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O (34 à - elblga np cduaiys 
e 3+4i 2 2 
G+IV 
(3531 


*(46) Hallar todos los valores de las raíces de las siguientes expresiones. 


a Nf bo Yi o 3+4i d) 21-20 
(47) - Expresar el siguiente número complejo en su forma polar: 

E RE = Rpta. z=2.8e'” donde q = arctg(-0.416) 

1-43i+ G+VB- d+ 
3-i 
Dado z=(5-i)*(l+i) probar que: É qui 
l 4 E 239 

Hallar a) Ret”) b) Imte'2) 

Rpta. a) e” cosçx-y?) b) e? sen(y? —-x?) 
Hallar una fórmula reducida para: f 


a) l+cosx+cos2x+...+cos(n-1I)x 
b) senx+sen2x+... +sen(n- 1)x 
c) cosx+cos3x+...+cos (Zn — Dx 
d) senx+sen3x+...+sen (Qn — Dx 


I-cosx—cosnx+ cos(n—1)x sen(n — 1)— xsen nx + sen x 


Rpta. a - b 
a i 2I-cosx) É 2(1-—-cos x) 
(51) Hallar z, tal que Ie“ ||<1 
(62) Mala a Ret”) b Im(e”),neZ 
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; F n = n ” 
Sea z=x+iy=re'?, Demostrar que: a) r” cosn0 =x" — bo e) bi! + 
à [Em y 





4 
b) rºsenng= ' kr rs boy +. 
Calcular zº siendo: 
a) z=(-03+1)] Rpta. dE a 
32 32 
l+i 3 1 
Bj = Rpta. 2º ij 
v3-i Pp 7 2 
(55) Determinar los valores principales de las expresiones siguientes: 
a) w=(V2-D! b) w=G)” O w=(1-i/3)! 
Rpta. a) p= sa b) q= arog( 2) O w= e dInt/2-5) 


Obtener el valor principal de z en los siguientes casos: 


a d-d'=i re 
2 
3 
Rpta. a) z=0 b) ss 
(57) Resolver las siguientes ecuaciones: 
a) x)-2x42=0 bd) 3%. 48i41=0 
E im2 ERR 
Rpta. a) x=et , x=ie* 
mB, sr, 
b) x=e*? E x=e ? 


Probar que z* O 


a) rec >0 « Re(z)>0 b) tc) <0O o Im(z)>0 
z Z 
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CAPITULO VII 


TEORÍA DE ECUACIONES 


71.  DEFINICIÓN.- 


Llamaremos polinomios de grado n en la variable x a la expresión algebraica definido en 


la forma: 


donde n > O es entero positivo y aç,4....,Q 


P)=a,x" +a, x" +. +ax+aç ... (1) 


n son números arbitrarios llamados 


coeficientes y además a, * O es llamado coeficiente principal. 


Al coeficiente a, le Ilamaremos término independiente; a cualquier número constante 


diferente de cero le Ilamaremos polinomio de grado cero. 


El número cero es el único polinomio constante que su grado no está definido. 


Cuando en un polinomio el coeficiente principal es (a, =1) le llamaremos polinomio 


mónico. 


Ejemplo.- El polinomio P(x)= x* +2x) +4x+5, esun polinomio mónico. 


NOTACIÓN.- 


O OO 


Con K, denotamos a uno de los conjunto Z, Q, R,óC. 


A los polinomios denotaremos en la forma P(x), Q(x), R(x), H(x), etc. 


El conjunto de todos los polinomios en x, con coeficientes en K, denotaremos por 


Kix], es decir: Kbl=(P()/PO)=a,xX+a,x-l+..+tax+a,n20,0,e K) 


Si el grado del polinomio P(x) es n denotaremos en la forma grad (P(x)) = n. 
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En el conjunto K[x] definimos dos operaciones, una de suma (+) y la otra de producto (.) 


es decir: 
Sí P(y)=a,x" +a, x +. +ax+a, y OO)=bx” 4 bx ++ byx+by 
son dos polinomios en x, entonces: 

PO)+0OU)=(a9 +bo)+la+b)x+..+(a, +b; ade 

PO)QU) = co +eX+...+c 


m+n 
menX donde 


Co =4oby 
ci=aob, tado 


Cs =aob; +aib; +a,3b 


c;=a9b,+ab;+..ta;bo 


Ejemplo.- Hallar la suma y el producto de los polinomios: 
P0)=5+3x-xº y Q(x)=4+6x-10xº 
Solución 
a PO)+OU)=(5+3x-x")+(4+6x? —10x*) 
=(5+9)+G+0)x+(-1+6)x? +(0+0)x) +(0-10)xº =9+3x+5x? —10xº 
bd PO OW) =(5+3x-x?)(4+6xº 10x") 


=20+12x+26x? +18xº —56xº! —30xº +10xº 
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7.2. ECUACIONES POLINÓMICAS DE SEGUNDO GRADO.- 


Las ecuaciones polinómicas de segundo grado son de la forma: 


donde ab.ce R 


RAICES Y  DISCRIMINANTES DE UNA  ECUACIÓN 


CUADRÁTICA.- 





Para determinar la naturaleza de las raíces de una ecuación de segundo grado 


+ - 
ax +bx+c=0,a 0 completamos cuadrados, es decir: 


bi 
2,2 x+-=0 
aa 


ax? +bx+c=0 como a*0 entonces x 


de donde 


bo b-4 
(x+— 
2 


2 — 
J = Ee sacando la raíz cuadrada x + a go e 
4a” 2a 2a 


Gs -b+4yb? — 4ae 


e 
2a ) 


2 Pd . = . 
ahora denotaremos por A =b” —4ac, al cuál le llamaremos discriminante. 


Luego analizamos sus raíces. 


. Bi pe « “ 
lro. Si A=b” —4ac>0, entonces la ecuación ax? +bx+c =0. tiene dos raíces reales 


distintas x,, x, dadas por la fórmula (2). 
En este caso siempre es posible factorizar ax? +bx+c | como 


ax? +bx+c=a(x—x Mx—x5). 


e e 2 - » 
2do. Si A=b” -4ac=0, entonces la ecuación ax) +bx+c=0, tiene una raíz real 


(doble) x =x, =1=>—. 
a 


638 


Eduardo Espinoza Ramos 
Luego en este caso la ecuación ax? +bx+c=O es un cuadrado perfecto. 


ar +bx+c= apar Ly 
2a 


“ te) - 
3Jro. Si A=b" —dac<0, en este caso se tiene: 
e sz 
Sia>0, ax +bx+c>0,Vxe R, nunca se anula 
. 2 
Sia<0, ax +bx+c<0,VxeE R, nunca se anula 


Em ig) a N 
Por lo tanto la ecuación ax” +bx+c=0, no tiene soluciones reales. 





E Z “2 2 
Suponiendo que x, y x, son las raíces de la ecuación x” +bx+c =0, entonces: 


á 
x +bx+c=(x-2 Kx=1,) =x? (1 +X)X+X,X 





por el criterio de la identidad se tiene: 





por lo tanto: 


a) La suma de las raíces de una ecuación cuadrática es igual al coeficiente de x. con el 


signo cambiado. 


b) El producto de ambas raíces es igual al término independiente. 


Ejemplo.- Hallar el valor de k para que la suma de las raíces de la ecuación 
2kx” -(12k+0x+2=0 sea 7. 


Solución 


A la ecuación 2kx” — (12k+Dx+2=0, escribiremos así. 
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2 Aka 1 : , 
= = x ár: =0, suponiendo que x,. x, son las raíces entonces: 
nty=b=1Htl ly o p=l 
2k 2 


Ejemplo.- Hallar el valor de k para que el producto de las raíces de la ecuación 
(k-2)x? -x+2k =0 sea 6. 


Solución 


Suponiendo que x,, x, sean las raíces. x,.x, =c (c término independiente) 


para esto a la ecuación (k — 2x? —Sx+2k =0 escribiremos en la forma: 





XY =C= Só = e 
k-2 2 


7.5.  ECUACIONES REDUCIBLES A CUADRÁTICAS.- 


Como su nombre lo indica son aquellas ecuaciones que no son cuadráticas. pero que 
mediante una sustitución adecuada se transforma en una ecuación cuadrática, ilustraremos 


estos casos con los ejemplos siguientes: 
(1) Resolver la ecuación (x + 9)Xx — 3)X(x — 7x + 5) = 385 
Solución 
Primeramente ordenaremos los factores. 
[x + 9x - DK - 3x +5)]=385 > (02 +2x-6)0? +2x-15)=385 
observamos que la sustitución adecuada es m = A. 


(m-63)km-15)=385 > (m”-78m+945»= 385 


m" -78m+560=0 > (m-8(m-70)=0 dedonde m=8, m=70 
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x? +2x-8=0 n=4, w=-2 
=s 
x2+2x-70=0 m= +71. w=-/A 
2 
(2) Resolver la ecuación + = E * "A 
x = 
Solución 
Ea 
A la ecuación * E e * =4 , expresaremos así: 
x x —9 
x —9 5 oa: —9 
= E =4, observamos que la sustitución adecuada es idos 
X x — 
x 


entonces mA =4, de donde m? -4m-5=0 = (m-5X(m+1)=0 = m=5, m= 1 
m 


x —9 
Mi 


Sím=5 > =5 > x -5x-9=0 











+ + — 
yo 52025+36  S+V6l 4 gonde x = tó doa 
E) 2 E 7 
2 
Sím=-1 > di eia DIO 
pa 
Efe ne E di 
a so, 12587, qe donde e ta, aii Es 


7.6. - ECUACIONES IRRACIONALES.- 


Las ecuaciones irracionales son aquellas ecuaciones que contienen radicales. La solución 
se obtiene por el método de eliminación de los radicales, luego se resuelve la ecuación 
resultante por los métodos conocidos, sin embargo, al sustituir todas las raíces posibles en 
la ecuación original puede resultar que algunas de estas raíces no sean solución de la 
ecuación original debido a que el método de eliminación de radicales requiere elevar a 
una determinada potencia a los dos miembros de una igualdad y en éste procedimiento 


puede introducirse raíces que no corresponde a la ecuación original. 
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Veremos algunos ejemplos. 


Ejemplos.- Resolver las ecuaciones siguientes: 


(1) V2x-3 a =V3x-2 


Solución 


El método consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuación 


(V2x-3 + x =(V3x-2) 
2x-3+x-1+2V2x-3VJx-1=3x-2, simplificando 


V2x-3/x-1=1, elevando al cuadrado 2x? -5x+3=1 > 2x? -5x+2=0 


(2x— D(x-2)=0 de donde x= 5 +» X=2, ahora comprobando se tiene: 


para =. RR 3 +a- = (o => Vit Sia falso 


x=2, J4-3+/2-1=V06-2 > 1+1=2=2 verifica 


Luego el conjunto solución es (2) 


O) V2x+8+Vx+5=7 


Solución 


Cuando en un miembro se encuentra dos radicales y en el otro miembro no hay 
radical es más fácil, Lie un radical al otro miembro de elevar al cuadrado, es 


decir: 


V2x+8 =7- Vx+5 +5 , elevando al cuadrado 
2x+8=49-14/x+5+x+5, simplificando 
x-46=-14Vx+5, elevando al cuadrado 


—-288x+1136=0 = (x-284Xx-4)=0 dedonde x=4, x=284 
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ahora comprobaremos cual es la solución para x = 4, J8+84+44+5 =4+3=7 


x=284, /568+8+284+5=24+17%7 falso 


por lo tanto la solución es [4] 





Consideremos dos polinomios P(x) y QU) dados por 
P()=20 43x" +57) +6x2 -x+6; Qu=x+ 7x? +8x—1 ahora efectuaremos la 


división de P(x) entre Q(x). y para esto adecuamos cada polinomio en potencia 
decreciente de x. 


PO) = 43x! +52) +6xº —-x+6 | x? -3x+2=Q(x) 
= pg sado 2x) +9xº +28x+72=C(x) 
9x! 4x) +6xº —x+6 
—9x* 4+27x) —18x? 
28x) 12x? -x+6 
—-28x* +84xº —S6x 
72x? -57x+6 


—72xº +216x+144 
159x — 138 = R(x) 


COMENTARIO.- 


Primero se divide 2xº entre x? , que resulta 2x”: luego se multiplica 2x* por Q(x) y el 


resultado con signo cambiado, se escribe debajo de P(x) y se efectúa la suma se repite este 


proceso tomando P(x)— 2200) en lugar de P(x), hasta obtener el residuo R(x). en este 


ejemplo, el cociente es C(x) = 2x) +9x2 +28x+72 yel residuo es R(x)= 159x— 138 


Luego el resultado podemos indicar escribiendo: 


220) 43x! 45x) +6xº > x+6=( —3x+2X2xº +9x? +28x+72)+159x—138 ósea 


P(x) = Q(x).C(x) + R(x) 


Con este ejemplo de ilustración mencionaremos el teorema del algoritmo de la división. 


Teoria de Ecuaciones 643 


7.8. TEOREMA (ALGORITMO DE LA DIVISIÓN PAR 


POLINOMIOS).- 





Dado dos polinomios P(x), Q(x) e K[x], donde n > 1 es el grado de P(x) y m es el grado 


de Q(x) con 1 <m <n entonces existen dos polinomios de modo que: 
PGS) = Q(x).C(x) + Rtx) donde el grado de R(x) es menor que el grado de Q(x). 
7.9. LA DIVISIÓN SINTÉTICA.- 


La división sintética es un procedimiento práctico para encontrar el cociente y el resto de 
la división de un polinomio P(x) entre x — r, a la división sintética también se le conoce 


con el nombre de “Regla de Ruffini”. 


Supongamos que P(xy)=a,x" +a, x"! +... +a;x+ag de grado n, dividiendo entre el 
polmnomio x — r. de grado 1, entonces por el teorema del algoritmo existe 
QU) =D, 4x" +b, 9x" +...+b de grado n— 1 y R(x) un polinomio constante tal que: 
P(x) = Q(x).lx — 1) + R(x) seit) 
Ahora reemplazando el polinomio Q(x) y R(x) en (1) 
ax" tax] + +ax+ras =(b x + box +. 4+b;x+byXx—n)+R 
=bax" +(bo rd XT +by a by o )x TT? ++ (by —rbo)x+(R=rby) 


por igualdad de polinomios se tiene: 


an = n-l b.j=a, 

An, =D, 2 —rb. do =0p 1 +Da 

Ds Eb RAS Ds =0,-2 tb 
=> 

aj =b, -rbo b=a+rb, 


ag=R-rb, R=aç+rb; 
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estas relaciones nos permite expresar los coeficientes sucesivos de C(x) y R(x) en 


términos de los coeficientes de P(x) y C(x), previamente determinado: 





bia =, n-2 bd; b 


Los números de la primera fila son los coeficientes de P(x) dispuestos en forma 


decreciente a las potencias de x, como a, =b, ,, ésta lo bajamos a la tercera fila y el 
producto rb, .; se escribe como primer elemento de la segunda fila y b, , es la suma de 
los elementos que están encima de el y así sucesivamente de la tercera fila de ésta tabla 


escribiremos el cociente C(x)=b, 4X"! +b, 3x"? +...+by y elresto RQ)=aç +rb,. 


OBSERVACIÓN.- 


lro. Cuando el divisor es un polinomio de segundo grado factorizable de la forma 
(x — aXx — b), también es aplicable la división sintética. 
Es decir: Si P(x) es el polinomio dividendo y (x — a) es el polinomio Divisor, 


entonces por la división sintética podemos encontrar el cociente C'(x) y el resto 


Ritalque PO)=(x-0)C' (+ Rj Emb) 


Ahora tomamos a C'(x) como polinomio dividendo y (x — b) como polinomio 
divisor de donde encontramos el cociente C(x) y el resto R, tal que: 


C(o)=(x-b)C0O)+R, ses (2) 
Luego sustituyendo (2) en (1) setiene: Pl)=(x-alx-b)CO)+R;(—)+R; 
de donde se observa que C(x) es el cociente y el restoes R=R,(x-a)+R, 
EJEMPLO DE APLICACIÓN.- 


Por división sintética, hallar el cociente y resto de la división 


PQ)=2x*-7x) +12xº —1lx—7 entre 2x? -3x-2 


Solución 
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Factorizando 2x” -3x—-2=(2x+1Xx-2), ahora hallaremos sucesivamente C'(x) y 


C(x) de la división de P(x) entre (x — 2X2x + 1). 


C(x) 





C(x)=2xº -4x+8, R0)=-Kx-2)-5=1-3x 


2do. Cuando el divisor es un polinomio de segundo grado factorizable o no factorizable o 
un polinomio de grado mayor que 2, también se aplica la división sintética y esto se 
realiza por el método de “HORNER”. 


7.10. TEOREMA DEL RESTO.- 


Si al polinomio P(x) se divide entre x — r, siendo R una constante arbitraria, hasta obtener 
el cociente C(x) y su residuo R entonces P(r) = R, en efecto: por el algoritmo de la 


división se tiene: 


PGo) X-T 
R C(x) entonces P(x) = C(x).(x — 1) + R 


Como ésta igualdad es válida para todo x, en particular es válida para x = r, de donde: 
Pr) =(r-n.€(n) + R 
=0€C(1)+R=R entonces P(r) = R 
Ejemplo.- Hallar el residuo de la división de Po)=x* -3x? -3x-3 entre x — 1 
Por el teorema del resto segiene P(-1) = R 


R=P-D=1-3+3-3=4 => R=4 
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7.11. TEOREMA DEL FACTOR.- 


Si P(x) es un polinomio, entonces diremos que r es una raíz de P(x) si y sólo si x — r es un 


factor de P(x). 


Demostración 


Por el teorema del algoritmo de la división se tiene: P6)=(x-n).C09)+R 


Por el teorema del resto se tiene que R = P(r), pero como r es una raíz de P(x) (o un cero) 


esdecir: P(n=(r-n).C(n0)+R=R=0 = R=0 


Por lo tanto P(x) = (x — r).C(x) 


Luego x —-r es un factor de P(x) reciprocamente, si se tiene que x — r es un factor de 
Ph) => P(x) = CGo).(x - r), como el resto es R = P(r)= O entonces P(n)=C(r).(r-n=0, 


esto quiere decir que r es una raíz de P(x). 


7.12. RAICES DE UN POLINOMIO.- 


De acuerdo al teorema del factor se conoce que dado un polinomio P(x) con grado n 2 1, 


un número r se lama raíz o cero del polinomio P(x) sí P(r) = O. 


Ejemplo.-Sea P(o) = x*+3x? +3x+1 el número r=-1 es raíz de P(x) puesto que P(-1)=0. 


7.13. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA.- 


Todo polinomio P(x) de grado nz, definido por 
Pl)=a,x" +a, 4x"! +..+a;x+ay, con a, £0 tiene por lo menos una raíz la cual 


puede ser real o compleja. 


Por ahora admitiremos válida la proposición, ya que no es posible dar una demostración 


elemental de el. 
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7.14. NÚMERO DE RAICES DE UNA ECUACIÓN POLINÓMICA.- 


a) TEOREMA.- Todo polinomio de P(x) de grado n > | de la forma 
Pú)=a,x" +a, x T+. +ax+a,, con a,*0, tiene 
exactamente n raíces. 


Demostración 


Mediante el teorema fundamental del álgebra se tiene: que el polinomio P(x) tiene al 


menos una raíz nm y por el teorema del factor tenemos: 





donde €,(x) es el cociente de la división de P(x) por x—n. 
En forma similar C,(x) tiene una raíz r,, de modo que al aplicar el teorema del 


factor se tiene: Cj()=(x-1r,)C,(x) porlo tanto PO) =(x-n)(x—r).C5(x) 


ahora comentamos: Como cada nuevo cociente es de grado menor en una unidad al 
del cociente anterior, podemos continuar el proceso hasta finalmente obtener: 


PO)=(x-n)x-r).(x—r,) (1) 

donde cada r, es una raíz o cero de P(x). 

Si en la ecuación (1) hacemos x = r, donde r es un número arbitrariamente tenemos: 
Pl) =(r-n)Xr- 19). (r-r,) 


Si r*r;, Vininguno de los factores (r—r;) es cero, donde a, 0, P(r) *0y rno 


es un cero de P(x), se concluye que hay exactamente n raíces con lo cual el teorema 
queda demostrado. 


7.15. DEFINICIÓN.- 


A la raíz r de un polinomio P(x) diremos que es de multiplicidad mz>1 sí 


P(Q)=(x-r)” C(x), donde C(x)z0. 
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Ejemplo.- El polinomio PO) = (4-2) (x—3)? es de grado 7 y sus raíces 


son —1,2,2,2,2,3,3, en donde r, = es una raíz simple 
r, =2 es una raíz de multiplicidad 4 


r; =3 es una raíz de multiplicidad 3. 


7.16. RAICES ENTERAS.- 


Si en la ecuación polinomica P(x) = 0, tenemos raíces entera, entonces estas raíces son 
divisores dei término independiente. 


Ejemplo.- Hallar las raíces enteras de P(x) = 2x) -xº —4x+3 
Solución 

Las posibles raíces enteras son los divisores de 3 es decir, +1, +3, ahora comprobaremos 

P(D)=2-1-44+3=0 > P(D)=0 > r=1 

Es una raíz entera P(-1)=-2-1+4+3=4%0 noes raíz 

P(3)=54-9-12+3=36 £0 no es una raíz 

Ejemplo.- Hallar las raíces enteras de Px) = xº + = = -Ma-0 
Solución 

Las posibles raíces enteras son los divisores de 6, es decir: 

+1, +2, +3, +6, ahora probaremos: 

P(1)=1+1-1-7-6)-12 

PC-D=1-1-1+7-6=0 

P(2)=16+8-4-14-6=0 

P(-2)=16-8-4+14-6=12 


PQ)=81+27-9-21-6=62 
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P(-3)=81-27-9+21-6=60 
P(6) = 1296 + 216 - 36-42 —- 6= 1428 
P(-6) = 1296 - 216 - 36 + 42 — 6 = 1080 


Como P(-1)=0 y P(2)=0 entonces r=-1, r=2 son las raíces enteras. 





TEOREMA.- Si el polinomio P(x)=a,x" +a, x"! +..+a;x+ay se anula para 


Ho ro. 130 F, Valores diferentes, entonces el polinomio P(x) puede 


expresarse en la forma:  P(lx)=a,(x-n)(x-r,).(x—r,) 


Demostración 


Sea P)=a,x" +a, x"! +..taxtag 


Si x=r anula a P(x) entonces por el teorema del factor se tiene que x—r es un factor 
de P(x), por lo tanto PO)=(x—n).C,(x) 


Si x=r, es una raíz de P(x) > P(,)=(m,—-n).C;(1) > P(r,)=0> x-res un 


factor de C,(x). 


Luego P()=(x—-n Kx—r,)C,(x) 
En forma similar para x=r; se tiene: 


PO)=(x—n)kx—r Ax— Cs (1) 


POd)=(x-nÃx- rn Kan). (rr), (O) 





donde a, =C,(x): porlo tanto: 
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Consideremos la ecuación polinómica P(x) = O, de grado n,. es decir: 


PO)=a,x" +a, x" +...+ax+a)=0,con a, £O 


como a, *0, a al ecuación podamos escribir en la forma: 








256) 
por descomposición factorial se tiene: (x-nXx—r)..(x—r,)=0 ae. (2) 


donde n,r,,...,r, son las raíces de la ecuación P(x), ahora efectuaremos ei producto de la 


ecuación (2) e igualando coeficientes con la ecuación (1). 
n 


) n=n+h+..+r, =-—b,, suma de raíces 
) 6; =hh + +...+n,4% =b, , suma de los productos de las raíces de dos en dos. 


Krjy = ho +... +, 9h, 11, =—b; suma de los productos de las raíces de tres en tres. 
i<j<h 


ntyr3....r, = (—1)" b, , producto de todas las raíces, casos particulares: 
para n=2, ósea: PQ)=x2+x+b=0 (1) 
PG)=(x-nXx—1)=0, n,r, son raíces efectuando las operaciones. 

P() =x? —(n+r5)x+nh co. (2) 


: ai , n+n=-a 
igualando coeficientes de (1) y (2) se tiene: ' 
nh = 
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ahora veremos paran=3,ósea P(ly)=x)+ax +bx+c ss: (83) 

Si n.r,.1; son las raíces de (3) entonces: P(x)=(x—-nXx-—r, Xx—r;) 

efectuando operaciones se tiene: PU) =x) —(n +15) +r9)x? +(hta + nr +ror)x— nbr 
igualando los coeficientes con la ecuación (3) 


n+tr+n =a 


nh+t+rhn+nr=b 


hhh; =c 





Mediante el teorema fundamental del álgebra, se conoce que todas las raíces de un 
polinomio con coeficientes reales se encuentra €, en donde algunas de estas raíces son 


reales y las otras complejas. 


Veremos enseguida que las raíces, tanto complejas como irracionales, se presentan por 


pares. 

a) TEOREMA.- Consideremos un polinomio real no constante 

Pl)=a,x" +a, x"! +..+ax+a, sí un número complejo 

r=a+iB, Bz0.a.BeR, res una raíz de P(x) = O entonces su conjugado 
r=a-if también es raíz de P(x) = 0. 


Demostración 
Sir es una raíz entera de P(x) = 0, esto es: 
an(r)" +a,. (MT +.+a(r)+a,=0, como los a, son reales, tomando 
conjugados se tiene: a,(r)" +a,. (mr +..+a(r)+a,=0, lo cual demuestra 
que r es una raíz de P(x) = 0. 


b) COROLARIO.- Todo polinomio real P(x) con coeficientes reales y de grado 


impar, tiene por lo menos una raíz real. 
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Demostración 


Sín=1 => P(x)=ax+b, 220, abe R 


b ; 
Entonces x=-— es una raíz real de P(x) 
a 


Sinz23 y n=q+8B,, Bs O es una raíz de P(x). 


Luego por el teorema (2.19) a), rm =0-—,i también es una raíz de P(x), por lo tanto 


por el teorema del factor: P(x)=(x—-nXx— r)O() = (x? — 20x + B 2 40 JO(x) 


donde el grado de (x) esn —- 2 > 1, donde n — 2 es impar por ser n impar. 


Razonando por inducción podemos afirmar que Q(x) tiene una raíz real que también es 
raíz de P(x). 


c) 


d) 


COROLARIO.- A todo polinomio real P(x) con coeficientes reales podemos 

escribirlo como un producto de factores lineales y cuadrático 
con coeficientes reales donde a cada factor lineal le corresponde un cero real y a 
cada factor cuadrático le corresponde un par de ceros complejos conjugados. 


TEOREMA.- Si un binomio irracional cuadrático a+b es raíz del polinomio 
real: PO)=a,x" +a,yxT! +..+axta,, con coeficientes 
racionales entonces el binomio irracional cuadrático a — Vb es también raíz de P(x)=0 


Demostración 


Como r=a+vb es raíz de P(Q)=a,x" +a, x" +..+a;x+ay =0, entonces 
se cumple: a,r" +a,ar"”! +..+artaç=0 

Ahora aplicamos conjugada se tiene: 

antro)” +a a(o +..+a(r)+a9 =0, lo cual quiere decir que r=a-vb es 


raíz de P(x) = 0. 
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7.20. RAICES RACIONALES DE UN POLINÔMIO.- 


Consideremos un polinomio P(x)=a,x” + ME adia +.+ax+aç,con a, *0,a, £0, 


cuyos coeficientes son enteros. 

Si éi número racional E es raíz de P(x) = O entonces P es divisor del término 

independiente a, y q es divisor exacto de a, . 

Ejemplo.- La ecuación polinómica P(x) =9xº —42xº +13xº +84x+36=0 tiene 
cuatro raíces. 

Las raíces enteras posibles son los divisores del término independiente 36; +1, +2, +3, 


+4, +6, +12, +18, +36 raíces fraccionarias posibles Pp donde p es divisor de 36; q es 
g 


divisor de 9: +1, +3, +9 entonces las raíces posibles son is , +. , +5 , to 15 


TEOREMA DEL LIMITE SUPERIOR DE LAS RAICES REALE 





n 


Si en la ecuación P()=a,x" +a, x"! +... +a;x+aç=0, de coeficientes reales, k 


representa el número de términos positivos o nulos anteriores al ler. término negativo y G 
es el mayor valor absoluto de los coeficientes negativos, entonces toda raíz real de P(x)=0 


[6 ; : G 
es menor que I+s|— (a, es el coeficiente de x”) es decir que 1+x|— es una cota 

a a 

n n 


superior de las raíces positivas del polinomio. 


Ejemplo.- Hallar la cota superior de las raíces 
PO) =3x 47x! —18x) +5x? —12x+1=0 de acuerdo al criterio la cota 


superiores: L=1+ E , donde a, =3,k=2,G=|-18|= 18, reemplazando 
A, 


Es ç =1+V6=4 cota superior. 
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7.22. VARIACIÓN DE SIGNOS DE UN POLINOMIO.- 


Si en un polinomio ordenado en forma descendiente dos términos difieren en signo. se 
dice que dicho polinomio tiene una variación de signos. 


Ejemplo.- P(x)= 8x! +7x) -2xº -3x+5 + 2 variaciones 
P()=7x*+8x] +7x-1, 1 variación 


2 S . ES 
P(x)=7xº +5x+8, ninguna variación 


7.23. REGLA DE LOS SIGNOS DE DESCARTES.- 


Si P(x) = O es una ecuación polinómica entera con coeficientes reales y con raíces reales, 
entonces: 


i) Él número de raíces positivas con coeficientes reales es igual al número de 
variaciones de signos de dicho polinomio o es menor que este número en un número 
entero positivo par. 


à) El número de raíces negativos es igual al número de raíces positivas de P(x). 
Ejemplo.- P(x)=8x*-7xº +5x) -2xº -x+5=0 tiene 4 variaciones de signo. 
P(-x)= -8xº-7xº -Sxº - 2x2 +3x+5 tiene 1 variación de signos 


2* 1 2 imaginarios 
O 1 4 imaginarios 


7.24. ECUACIONES BINÓMICAS.- 


Una ecuación binómica es la que consta de dos términos de la forma. 


La solución de estas ecuaciones se encuentra pór medio del teorema de MOIVRE o por 


factorización. 
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Ejemplo.- Resolver la ecuación xº +1=0 
Solución 


Resolviendo por factorización se tiene: 


dé +=(x+Dw? -x+D=0 dedonde x+1=0 v x?-x+1=0 


ay3 
2 


er , otra forma es por MOIVRE. 


x=-1 d 
2º 2 


X+41=0 > x=1 > z=1+0i 


p= [2-1 tg0=5=0 = 0=180º=7 


Il 
x="C1=|| ZIP feosÉ HS , isen am, donde k = 0, ç2: 


k=1, x, =cos3t+isenãr=-1+0i=—1 


k=2, » =cos!E visem TE 1 NB, 


> 2 2 


7.25. ECUACIONES TRINÓMICAS BICUADRADAS.- 
Estas ecuaciones son de la forma siguiente: 


Estas ecuaciones se resuelven transformándolas en una ecuación cuadrática haciendo la 


2n 


didi hi di " 
sustitución siguiente y=x" = yí= 


aa a 3 
Luego la ecuación transformada será: ay +by+c=0 


“ dei 2 
Ejemplo.- Resolver la ecuación siguiente: x?" +6= 5x!" 


Solución 
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La ecuación dada es: x?" 5x!" +6=0 


sea y=x "> yº = x*'" | reemplazando »2-5y+6=0 > (y-2Xy-3)=0 de donde 


7.26. ECUACIONES RECÍPROCAS.- 


A los polinomios que tienen la propiedad característica de tener los coeficientes extremos 


y los equidistantes de los extremos iguales se denomina polinomios recíprocos. es decir: 


Pl)=ax" +a, x +ta,gxX +a,jxta, 


la ecuación P(x) = O se denomina ecuación recíproca. el nombre es debido a que el 
: z l z ' 
cambio de x es por su recíproco , la ecuación no se altera como caso particular veremos 
x 


a un polinomio de 4to. grado. 
ax" +bx* +ex? +bx+a=0 


ada agr E) . 
para resolver esta ecuación la transformamos al dividir por x”, es decir: 


PR DR E = a? + +btx+L)+c=0 
X x x x 


Reemplazando se tiene: a(Z? —29+bZ+c=0, de donde aZº +bZ +c-2a=0 
Que es una ecuación de segundo grado. 


. Es Eco 3 
Ejemplo.- Resolver la ecuación siguiente: sb dg? exals O 


Solución 
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ásia 3 E aca 2 
Como la ecuación xº +x) -4x? +x+1=0 es recíproca entonces lo dividimos entre x”, 


es decir: 


?+x-4+L4L=0 > (é + DHa+- -4=0 ... (1) 


X x x* 


2 2 


1 1 1 
Sea Z=x+— » Z=x+5+2 > 2º-2=3+— 
X x X 


Reemplazando en la ecuación (1). 


Z2?-2+42Z2-4=0>52Z2º+4Z2-6=0 5 (Z+3XZ2-29=0 > Z=03, Z=2 


| : 
como x+ =Z entonces se tiene: 
X 


para Z=2, es, => x?!-2x+41=0 > (1-D2=0 > x=1 de multiplicidad 2 
X 


-Dtbrs, in 


para Z=-3, x+5=03 > x)432+1=0 > 


7.27. ECUACIONES POLINÓMICAS DE TERCER ORDEN.- 


Consideremos la ecuación polinómica de tercer grado 


ax” +a,x? +axtaç=0, a; *£0 .. (1) 


como a; £ O, entonces la ecuación (1) se transforma en la forma 


o (3) 


La ecuación polinómica (2) lo transformamos en otra ecuación polinómica mediante la 


PR 
3 


es decir: E ng =2P die Dad =0 
3 3 3 


sustitución 
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E ig B 3 be bp 
desarrollando y simplificando se tiene: yw+(c->)y+d “a = 
y*+py+9=0 es (3) 
b be b 
donde p=c-+, q=d-— —-— 
PE qdie 


ahora hacemos y= A + B, de donde y* = 4º + B'+34AB(A+B)> y' = A! +Bº +3ABy 


y* -34By-(A? + Bº) ce. (4) 


comparando (3) y (4) se tiene: 3AB=-p, A+ B' = -q 


p 5. É A 





como B=-— > A — =-q, de donde AP + qg4 E =0 
3A E q (AY +q e 


Fórmula de Cardano 
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ÉS e cs" asse 
yr=0+B 
Lugo y=,)=Qu+Bw? 


X =0+6-5 


Como x= y=5 la soluciones: | x, =0w+ Bw? ab 


x =0w +Bw-s 





Ejemplo.- Resolver la ecuación de tercer grado: x) -9x2-9x-15=0 


Solución 


Sea x=y-(— ? = y+3, reemplazando en la ecuación: 


(y+ 3) —Ny+ é | 9%y+3)-15=0, desarrollando y simplificando se tiene: 


y*-36y-96=0, donde p=-36, q=-96 


4p' 4p) 
; anjo? di ; jo? o 
sea y=A+B siendo: 4A=|-——-———— | B=||——— O 
2 2 
2 = 
pe ER 1728 RE =3J4(12+ 117) 


B=3 dia ET - EO param 
» = /4(12+ 117) +3/4(12= 117) 

vo = Jaa2+ ITD w+ fad2 VIT? 

y5 = 38024117)? 43/4121 ID 
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como x=y-S.la soluciónes: x = /4(12+ 4117) + 3412-117) +3 


x =34(2+V117) +3/402-Vi17)+3 


x =3/4(12+ IT? +3/4(12-IIT)w+3 
7.28. ECUACIONES CUÁRTICAS.- 


La ecuación de cuarto grado es de la forma: | xº + 2px* + qu? +21rx+s=0| ... (1) 


para obtener la solución, a la ecuación (1) descomponemos en 2 ecuaciones de segundo 
grado y estos se consigue de la siguiente manera: 


Sumamos a cada miembro de la ecuación (1) (ax+b)? 


x +2pW? +(g+ra?)x" +2Ar+ab)x+s+b? =(ax+b)?|  ...(2) 


donde a, b son cantidades por determinar de tal manera que el primer miembro sea un 
cuadrado perfecto. 


Supongamos que el primer miembro de la ecuación (2) sea igual a (x? + px+ k)? es 


x* +2px) +(p? +2k)x? +2plkx+k? =(ax+b)? «e (3) 


comparando las ecuaciones (2) y (3) se tiene: 


decir: 


p'+2k=g+ra” 
pk=r+ab eliminando a y b de estas ecuaciones se tiene: 


k =s+b? 


p?+2k=qg+a? a? =p? +2k-q 
=» 
k?=s+b? b?=k?—s 


pk=r+ab > pk-r=ab, elevando al cuadrado (pk — nº =a?b? =(p” +2k-qNk 2-5) 
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efectuando operaciones y agrupando se tiene: 2k? 





de esta ecuación siempre se halla un valor real para k y con estos valores se hallan los 
valores de a y b. 


como (e + px+k)º = (ax+b)? + de donde 

E + pa + k)? — (ax +b)? =0, por diferencia de cuadrados 

Db? +(p+ra)x+(k+b)Jb? +(p-a)x+(k-b)]=0 

Luego los valores de x se obtienen de las dos ecuaciones cuadráticas. 


x? +(p+a)x+k+b=0 





x? +(p-a)x+k-b=0 


Ejemplo.- Resolver la ecuación cuadrática x* +2x)-7xº -8x+12=0 
Solución 
Gere la ecuación de cuarto grado es de la forma: x* + 2px* + gx? +21x+s=0 
entonces comparando con la ecuación dada se tiene: 
p=l, q=-7, r=-4, s= 12, además se conoce que: 


2k* —qk? +2pr-s)k-p's+gs-r? =0 


al reemplazar los valores de p,g,r y s, se tiene: 2k* +7k? -32k-112=0 


Luego por Ruffini se tiene el valor de k. 
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como las ecuaciones de cuarto grado se descompone 


x? +(p-a)x+k-b=0 
x? +(p+ra)x+k+b=0 


reemplazando p=1,a=4,b=2,k=4 





Como un polinomio P(x) es una función continua, entonces las coordenadas de los puntos 
de la gráfica de un polinomio se determina dando valores reales a la variable x, luego 
calculamos dando valores reales a la variable x, los valores correspondientes a P(x) y por 


lo tanto la gráfica del polinomio P(x) es el conjunto de puntos ((x,P(x))/x e RJ. 


Ahora veremos algunos criterios que nos permita aproximar la gráfica de un polinomio 


evitando de ésta manera la forma laboriosa de tabular los puntos (x, P(x)). 


En primer lugar, los puntos de la gráfica que corresponde a los ceros o raíces reales de un 


polinomio P(x) están sobre el eje X y son de la forma (x,0). 


lº Six=a es una raíz real simple de la ecuación P(x) = O la gráfica de P(x) corta al 
eje X en el punto (a,0). 
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2º Six=a es una raíz de multiplicidad m par, la gráfica de P(x) es tangente al eje X en 


el punto (a,0). 





3º Six=a es una raiz de multiplicidad m impar. la gráfica de P(x) es tangente y corta 
al eje X en el punto (a,0) en este caso se dice que (a,0) es un punto de inflexión de la 
gráfica de P(x). 





Mediante el criterio de los puntos críticos se determina en que intervalos la gráfica 
está sobre el eje X y en que intervalos está la gráfica debajo del eje X. 


Ejemplo.- Graficar el polinomio P(x)= x*-7x-6 


Solución 


Calculando las raíces de la ecuación P(x) = O 
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ahora ubicamos las raíces de P(x) = O en eleje X y luego aplicamos el criterio de los 
puntos críticos. 





Se puede determinar, los intervalos en los cuáles se encuentra las raíces reales de la 
ecuación P(x) = O, mediante la siguiente regla. 


7.30. REGLA.- 


Sean a y b dos enteros consecutivos con a <b. 


à)  SiP(a)y P(b) son de signos iguales, entonces entre a y b existe por lo menos un par 


de raíces reales o ninguna raíz real de P(x) = 0. 





ii) Si P(a) y P(b) son de signos contrarios entre a y b existe un número impar de raíces 
reales de P(x) = O. 
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Ejemplo.- Hallar el intervalo donde se encuentra las raíces de la ecuación 
x*+3x-2=0. 


Solución 


Calculando la cota superior de las raíces de x? +3x-2=0 
G , pm : : : 
L=1+4:|-— donde k=2 es el número de términos anteriores al ler. termino negativo. 
a, 


G =0 es el mayor valor absoluto de los coeficientes negativos 


a, =1 esel coeficiente de FM reemplazando tenemos: L=1+0=1 


Sí P(xw)=x*+3x-2 de donde: 


P(0) =-2 k , 
=> existe una raíz real en (0,1) 
P(D=2 
P(-D)=4 ' ” 
= en (-1,-2) no existe otra raíz 
P(-2)=+4 


P(-3)=9-9-2=-2 
(3) = 3 otraraízen (-4,-3) 


P(-4)=16-14=2 
Ejemplo.- Determinar donde se encuentra las raíces de x*-3x? +3x+2=0, 
Solución 


Calculando la cota superior de las raíces. 


L=1+ dE dondek = 1, G=4, a, =1, reemplazando se tiene: 
A, 


L=1+4=5 cota superior 
P()=x"-4x) +3x+2 de donde 
P(5) = 42 
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P(3)=2 
P(2)=0 es una raíz 
P(1)=2 


P(0)=2 


=> 3 unaraíz real en (-1,0) 
P(-D=-6 


P(-2) = -28 





Consideremos la ecuación de la forma: F(x) = 0 ... (1) 


A las soluciones de la ecuación 1 se le Ilama raíces de la ecuación ó ceros de la función F 


Si F es una función polinomial de grado menor que cinco, existen fórmulas para calcular 
sus raíces, por ejemplo para el caso de la función lineal o la función cuadrática, para el 
caso de una función polinómica de grado tres o cuatro, el método general de obtener las 
raíces es complicado; además para obtener las raíces de una función polinómica de grado 
cinco o mayor existe un teorema, que corresponde a “Niels Abel 1802 — 1829” el cuál 
manifiesta que no puede haber fórmula general en términos de un número finito de 
operaciones sobre los coeficientes, sin embargo existen procesos numéricos para 
aproximar soluciones de ecuaciones y que debido al uso creciente de las computadoras y 
calculadoras programables son de mayor importancia que antes, uno de estos métodos es 
la aplicación de la derivada y que fue desarrollada por Sr. Isaac Newton en el siglo XVII 


y que se conoce con el nombre de el Método de Newton. 


El Método de Newton es un procedimiento que aproxima una raíz de la ecuación F(x)=0, 


es decir: 


Un número r tal que F(r) = 0, para esto daremos una interpretación geométrica tomando 


la gráfica de y = F(x). 
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El número r es la intersección de la gráfica de F con el eje X, para obtener una primera 


aproximación para r, se toma un número x, observando la gráfica y se traza la recta 
tangente T, a la gráfica de F en el punto (x,, F(x,)) que intercepta al eje X en x,, ahora 
x, sirve como una segunda aproximación de r, nuevamente el proceso trazando la recta 
tangente a la gráfica de F en el punto P;(x,, F(x,)) que intercepta al eje X en x, el cual 


es una tercera aproximación, se continua el proceso hasta que se tenga el grado de 


precisión requerido para obtener las aproximaciones sucesivas x,,X3,..., à partir de la 


primera aproximación x, se usan las ecuaciones de las rectas tangentes. 


La recta tangente 7, en el punto P(x,, F(x,)) tiene una pendiente F'(x,) y por lo tanto 
suecuaciónes: T: y-F()=F'(xXx-x,) 


La intersección de 7, con eleje X es cuando x=x,,y =. 


F(x,) 


O-FOD)=F(,—x) > RD TT Sí F()0 


en x=x,, la ecuación de la recta tangente T, es: 1): y-F(x,))=F'(x,Xx—x,) 


La intersección de T, coneleje X es cuando x=x,,y=0 


FG) 
Fx) 





O-F(x,)=F'(x,)X—-x) 2 =X Sí F'(x,)*%0 
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continuando de esta manera se obtiene la fórmula general para la aproximación X,| en 


términos de la aproximación anterior x, . 


“F(g,) 
Fx) 


» St Fx) 0. 





amo (2) 


La fórmula (2) es la que se usa en una computadora o calculadora programable. 


Ejemplo.- Utilice el método de Newton para calcular la raíz real de la ecuación 


x*-4x? -2=0 con cuatro cifras decimales. 
Solución 
Sea F()=x)-4x?-2 > F'(x) =3x? 8x 


Los extremos relativos se encuentran cuando F'(x)=0 
2 8 
3xº -8x=x(3x-8)=0 > x=0, Ai 


F(0) = -2, F(2) =-10, F(3)=-11, F(4)=-2, F(5)=23 
La raíz se encuentra entre 4y 5. 


Luego una primera aproximación seria x, = 4.5 


ps oes |es [os (am 


0.0017 
-0.007 


17.96 


2 
3 4.12 0.03 
4 





4.12 
4.11 
4.117 


Ff [sr [am [ame 
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7.32. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


O - 


Problemas sobre ecuaciones de segundo grado 


Hallar el valor de k para que la suma de las raíces de la ecuación 


2kxº —(12k+D)x+12=0 sea 7. Rpta. k= 


to | ma 


Hallar el valor de Kk para que el producto de las raíces de la ecuación 


(k-2)x? —-5x+2k=0 sea 6. Rpta. k=3 


Hallar el valor de k en la ecuación x” +(2k+5)x+k = si una raíz excede a laotraen 3 


unidades. Rpta. k=-2 


Determinar los valores de m para que la ecuación ae 24+3Imx+73+2m)=0, 


tenga una solución. Rpta. m=2, m= e 


Si ay B son las raíces de la ecuación ax? +bx+c=0, hallar el valor de: 


a) a Rpta. b(3ac-b?) 
B a 
-3 -3 b 2 
bb «c"“+B Rpta. — (Gac—b”) 
c 


Hallar la suma de las raíces de la ecuación (2k +2)x? +4x—4kx+k —2=0, sabiendo que 








à 10 
estas son inversas. Rpta. Ei 
É = RSI 
Para que valores de m, la suma de las raíces de la ecuación Es = cá es igual al 
x-5 m+ 


duplo del producto de las raíces de dicha ecuación menos 1. 


Sir ys son las raíces de la ecuación mx” -Hm-—lx+m=o0, conm constante y cumplen 


Lpo=A , Hallar la suma de todos los valores de m que satisfacen tal propiedad. 


so 
Rpta. -4 
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Si fab) es el conjunto solución de la ecuación 3x? -Um+Dx+(m-1=0, hallar m 


para que se cumple 9ab? +3aº +902b+3b” =192  Rpta m=5 


Hallar m para que la suma de los cuadrados de las raíces de la ecuación 


* —-(m+3x+m+2=0 sea igual a 2. Rpta. [-1,-3) 


Determinar k en la ecuación x? +kx+12=0 » de modo que entre las raíces r y s exista la 


32 


relación E + o = Rpta. -— 
r 3 


EO 
s 9 
Hallar todos los valores no negativos de P para los cuáles las raíces de la ecuación 


cuadrática (p—3)x? —-2px+6p=0 seanrealesy positivos. Rpta. <3, E > 


Hallar la ecuación cuadrática cuyas raíces son la suma y el producto de las raíces de la 


ecuación ax? —(a* +l)x+a =0, donde a 2 0. Rpta. ax? —(a? +a+)x+a? +1=0 


Sia y b son constantes en R, se tiene que las raíces de la ecuación x? +ax+b=0 son 


los cuadrados de las raíces de 2x? +x-6=0.Hallar [4a +b]. Rpta. 16 


Lasraíces r y s de una ecuación cuadrática satisfacen 4r- 16s=7 y 8r+4s=5. 


Hallar ia ecuación cuadrática cuyas raíces son respectivamente las inversas de r y s. 


Rpta. 3x) +8x-16=0 


Hallar el valor de k para que la ecuación 25x2 +kx+1=0 tenga sus dos raíces reales e 


iguales. Rpta. + 10 


Si las raíces de la ecuación mx? +(m+ 1) =(2m+1)x se difieren en 0.5. Hallar las raíces. 


1 


R ta. a l=— 
Pp sy 2 


to | 
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“ Es a, " es da 
Sio.y B son las raíces de xº + px+9g=0, fórmese la ecuación cuyas raíces son (O + py? 


y (a-p)2. Rpta. x +(29-p?)x+p?(p? -49)=0 


Hallar el valor de k en la ecuación x* + (2k+5)x+k = 0, si una raíz excede a la otra en 3 


unidades. Rpta. k = —2 


Siry s son las raíces de la ecuación x? —- px+q=0, hallar 


Rpta. a) pº-2q b) p(p?-39) 
Sia y B son soluciones de la ecuación x2+bx+c=0 ysía-B=2y o'-p'=26. 


c 3 
Hallar |—|. Rpta. — 
ll pta. 7 


Sirys son las raíces de la ecuación x? -4x+1=0. Hallar la ecuación cuyas raíces sean 
a a y Ss? "a Rpta. x? -18x+54=0 
r s 


vá 5 


Sia y b son las raíces de la ecuación x? +mx+2m? =0. Hallar el valor de ab” +a!b. 


Rpta. —96 m!? 


En la ecuación 2x) -(m-Dx+(m+1)=0 «Qué valor positivo debe darse a “m” para 


que sus raíces se diferencien en uno? Rpta. m=1l1 


2 4 Ze: 2 2 
Sean o y B raíces de la ecuación cuadrática (m-2)xº —2mx+2m-3=0, sí 


4 
ql4p= . - Hallar el valor de | o. - B| Rpta. E 


Hallar los valores de m para los que la ecuación cuadrática (m +3)xº -2mx+4=0 tienen 


soluciones reales. Rpta. me <-00,-2]U [6,+0> - [-3) 
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Sea P un número real fijo. sir y s son las raíces de x? + px+36= O tales que diga E 
E 


Bju 


Hallar el valor de p* —-2p+1. Rpta. 252 


Formar una ecuación cuadrática cuyas raíces sean la suma y el producto respectivamente 


de las raíces de ax? +bx+c=0,9%0. Rpta. ax? +a(b-c)x—bc=0 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


dE ao 
x 





ar —4x 
x 


x(2x + 1Xx— 2X2x — 3) = 63 (2x-1(xº 92x +5)=91 


x +x=7Nxº +x+2-12 (x? —-3x)? —MAxº -3x)-8=0 


























a 
dm 
+ 
p= 
ho 
dm 
+ 
a 
O 
ll 
Õ 
Us 
a 
a 
+ 
wo 
Lad 
+ 
dt 
+ 
0) 
e 
I 
il 








xº+7x)-8=0 


o) 
Re 
VI+ 
-— | 3 
I 
No) 
Lo | po 
Se 
já 
|] 
[emo] 


(ads Eua = xº -17x! +16=0 
x X 


E) 


8+9/(3x-1Xx-2) =3x? —7x 


Hallar la suma de las soluciones reales de la ecuación aqua dy — Tx e, +5=0, 
x x 











2 
x-3 2x-2 2 5 

= = 4xº —3x+ —-6=0 
X-1 x=3 4x? —3x 
2x 3 14x x+1 x—3 
Es =30 -|—— —-2=0 
= x—1 x-3 x+ 
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Hallar todas las raíces enteras y racionales de las ecuaciones. 


12x) +7xº —-42x-40=0 

6x) +7x? -9x+2=0 

108xº -270x? —-42x+1=0 

x* —6x? +15x-14=0 
x*-2xº 8x2 +13x-24=0 

x) 7x) —12x? +6x+36=0 

24x) +10xº — x) —19x2 —5x+6=0 
10xº 13x) +15x? —18x—-24=0 


Resolver las siguientes ecuaciones. 


V5x+9=2x+3 
V3x+1+1=V4x+5 
Vx+1+)3x+4 = )5x+9 


x +x-4=2 


Gr. PS o lim 
(7-6. Er = IRA 
Vix-11 43x = lx-33 
das <dMET 
SB = dE ETA 


00000000 


OO DOCOO 


x* -xº -14x+24=0 

24x) -2x? —-5x+1=0 

3x* — 40x) +130x? —120x+27=0 
6x! -37xº +79x? —68x+20=0 
12xº -67xº -15x? +484x—480=0 
6xº +19x) 7x? -26x+12=0 

x 2x! 4x) +4xº -5x+6=0 


xº +2x)—13x? —38x-24=0 


VSx+ =V2x+1+2 
V3x+12-1=5x+9 
V3x+7+4/2x+6 =V11-5x 


Vx -2x+8=2 

Viz-Vx+8 =V2-2x 

Va -7x-5-VW2-3x=V2 9 
Vox-8-V4x+1=Vx-3 

3x -2x+9+ 3x2 -2x-4=13 
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Resolver las siguientes ecuaciones 


Que valor debe tomar k para que el polinomio 
P()= 2º +20 +? — xº + 2U8+k)x? +6x-18 sea divisible por x +2x)-3. 

Rpta. k = -2 
Dados los polinomios xº +ax? +b, x? +2x+5, determinar a y b de modo que el 


primero sea divisible por el segundo. Rpta. a=6, b=25 


Encontrar valores para a y b de tal manera que 2x? -4Ix+b sea divisible de 


6x) —137x? +ax-91. 


Determinar p, q ren x*+3x)+px? +gx+r para que sea divisible exactamente por 


(x? 4x + 1). Rpta. p=-2, q=-12, r=-8 
Determinar el valor de k de manera que: 

a) Pl)=3+7x]+kx-3 sea divisible por x + 3. Rpta. k=-7 
bb P()=2x!-kx -x—6 sea divisible por x — 2. Rpta. k=3 


Determinar “n” y “m” para que el polinomio xº +2x)-7x? +mx+n sea divisible por 


2 Sp i5. Rpta. m=16, n=15 


Si el polinomio Po)=x*-3ax* +a?x? +ma?x—na es divisible entre el polinomio 


QU) = xº -ax+2a”. Hallar él valor de (m+nXm” =-mn+n?). Rpta. 215 


Que valor ha de tener À para que sea divisible el polinomio 2x) -3x) + 4x? -9x+9 


por x-3. Rpta. A=7 


Que valores han de tener p y q para que sea divisible el polinomio 3x) + px” +qr+42 


por (x — 2Xx — 3). Rpta. p=-8. q=-17 
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Qué valores han de tener a y b para que sea divisible el polinomio 


x ax +bx? +bx+9 por a = 


Hallar el valor de k para que el cual 3x) —2x? + kx-—8 sea divisible entre x — 2. 
Rpta. k =-4 


3 


Si el polinomio P(x)=2xº -mx) +x? -nx+2 es divisible por x- 1 y x+2, hallar el 


valor den - m. Rpta. 21 


[TR] 


Determinar “m” y “n” para que el polinomio x” +2x) -7xº +mx+n sea divisible por 


x2 -3x4+5. Rpta. m= 16, n=15 


66.487 O) 


Determinar la relación que debe existir entre “p” y “q” para que el polinomio 


x +px+q, sea divisible entre x +my-l. Rpta. p+9” +1=0 


Si se sabe que el polinomio (a -b)x? +(b— ox? +(b+c)x+a-b es divisible entre 


2 


x? +n? calcular 





l 
Rpta. — 
a? +c? 2 


Sea P(x)= x) +ax? +bx+c al dividir P(x) tanto por x+2 como x+3 el residuo 


obtenido es cero, pero al dividir por x-1 el residuo es -12. Calcular 
A=142-5b+3c 


Determinar a, b, y c de modo que (x — 3Xx + I)(x — 1) sea un factor de 


x -2xº bx) +ax? +hx+c. 


Hallar el valor de k en la ecuación x) +kx+16=0 sabiendo que tiene dos raíces iguales. 


Hallar el valor de k en la ecuación xº-3x? -6x+k =0 para que sus raíces estén en 


progresión aritmética. 
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Hallar las raíces de la ecuación 2x” + (k + 2)x*? +(2k -2)x+1=0. sabiendo que su suma 


l 
ES. 
2 


Hallar las raíces de P(x) = xº +2x? +25 conociendo la raíz r = ADA. 


Hallar todas las raíces de P(x)= x) +2xº -4x? —14x—21 sabiendo que r=-1+ 3i es 
una raíz. 


Hallar todas las raíces de P(x)= x! +2x) -4x? —14x—-21 sabiendo que &= uai 
es una raíz. 


2. 2 É iz 
Demostrar que la ecuación x! —-4xº 42x) -9x? —-6=0 tiene por lo menos cuatro raíces 


complejas y por lo menos una raíz positiva, pero ninguna raíz negativa. 

2 4 a - l 5] 
Hallar todas las raíces 4x* —15xº —-3x+7=0 sabiendo que r es 2 es una de sus 
raíces. 


Hallar todas las raíces de 3xº —20xº +62x? —-51Ix+10=0 sabiendo que 1 = 2-3, 


n=1 — ./6 son dos de sus raíces. 


Hallar todas las raíces del polinomio x” -10xº +53x? -140x+196=0, sabiendo que 


tiene dos raíces dobles. 


Hallar las raíces del polinomio 3xº +8xº + 6x? 4+24x—-9=0 conociendo dos raíces m y 


r» que satisface nr; =-—1. 


Resolver la ecuación x)-7x? +14x-8=0 que tiene las raíces en progresión 


geométrica. 


Resolver la ecuación x*-12x? +39x-28=0 que tiene las raíces en progresión 


geométrica. 
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Resolver la ecuación xº + 4x) -2x? -12x+9=0 que tiene dos pares de raíces iguales. 
(15) Hallar las raíces enteras de: 

a) 3x)-37x? +93x-27=0 b) xº-4x?-x+4=0 

o) 2x)-x?-4x+3=0 O) x*+x)-x?-7x-6=0 


Hallar los valores de a y b para los cuales -3 y 2 sean raíces de la ecuación 


x* +x* +ax? +bx+30=0 


O 


Hallar las raíces de los polinomios siguientes conociendo las raíces que se indican. 
a) x!'+6xº -24x+160=0, n =2-2V3 

b) x)-3x2-6x-20=0, n=-1+V3 

o) x!42x2+25=0, n=V2+43 

dO) xº+2x'-4x2-14x-21=0, n=-1+3 
e) x!-4x2+8x-4=0, n=l+i 

D x!-3x2-5x+7=0,n=1-V8 

£) x*-13x2 +4x+2=0, r=2-42 

h) 4x! -1522-3x+7=0, r=5-2 

D x!-2% 5x? -6x+2=0,1r=2-43 

pp x*-3x]+10x-6=0, r=-1+43 

VII. Resolver las siguientes ecuaciones: 


x*-2x2 +7=0 (2) x*-10x2 +9=0 


Se 


es 10 (4) x) +2x2 +25=0 
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2d 1 E! 
x) 422 -1=0 (O) 6x -11x*-2=0 
x-4x2+3=0 
Resolver las siguientes ecuaciones 


x* =x) 4x? -x+1=0 


x! + 4x) —-3x? +4x+1=0 (2) 

x*-2x)-x2-2x+1=0 (O) xº-sx+17xº-8x+1=0 
x! +5x) +6xº +5x+1=0 (6) 2x* +x) —6x? +x+2=0 
x* -10xº + 26x? —10x+1=0 


Encontrar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones cúbicas. 


y* -9y-12=0 y!+187+6=0 
y*'-6y-6=0 y*+21y-42=0 
3 = 3 = 
y*-15y-30=0 y*-18y-3=0 


y* +15y-20=0 y) +12y+12=0 


x*-9xº -9x-15=0 x) -3x? -18x-36=0 


x*-6x? -12x-8=0 x) -6x? —6x-14=0 


x! +9x-6=0 x*-6x-6=0 
x)-12x-34=0 x*+9x-6=0 
x* +18x-6=0 2x) +6x+3=0 


2x) -3x2 +5=0 3x) -6x? -2=0 


0000000000 


x) +6x? -36=0 x) +3x? +9x+14=0 


Teoria de Ecuaciones 


VOVOVOr-DODOCOCOOCOCDO 


x*+6xº +6x+5=0 

8x* +12x? +102x-47=0 
x*-6x? -12x-8=0 

x* +9xº +18x+28=0 
2x) +3xº 43x+1=0 

x) +6x2 +6x+5=0 

8xº +12xº +102x-47=0 
x*-3x? -6x—-20=0 
2x) 6x2 4+3=0 

x* +18x-30=0 
x*+4x-1=0 

x) -15x-30=0 


x* -63x-316=0 


ORORRO RS RORORO RO RO NO RO RO 


Encontrar las soluciones de las siguientes ecuaciones: 


x*-2xº -8x-3=0 

x* 25x? +54x+10=0 
x! -3x? +18x-20=0 
x! — 11x? —-6x+10=0 
x* 28x? +24x+12=0 


x*-25x" +12x+18=0 


OCS 
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x* 15x? +105x—245=0 
xº +3xº +9x+14=0 

x) 43x? -3x-1=0 

x* —-6x? +57x-196=0 
x* 15x? -33x+847=0 
x* 15x? +105x—245=0 
x* +6xº —-24x+160=0 
x* +9x-6=0 

x) +12x-12=0 

x* +21x+342=0 
x*-6x2-4=0 

28x) -9x? +1=0 


x* +72x-1720=0 


x*-x?42x-1=0 


x!-13xº +36x-18=0 


x* -6xº +20x-24=0 


x* —-24xº +16x+10=0 


x! -31x? +54x-14=0 


x* -3x? —12x+40=0 


SA 
oo 
So 


COCOCOCODOBDOHOdCVOCO 


x* +10xº +12x+40=0 
x*-8xº -4x43=0 

x* +xº-5x24+2=0 

x*-3x? +6x-2=0 

x* +3x) —-2xº -10x-12=0 
x*+2x2+x+2=0 

2x" +x) +2x? -3x-2=0 

x* 2x) =5x? -6x+2=0 

x* =D +2x%4+4x-8 SO 
x*-2x) +4x -2x+3=0 

x* -8x* +17x? -8x+1=0 

x* 4x) 43x? +2x—1=0 

x* —-6x) + 6x? +27x =56=0 
x* +2x) 7x? -8x+12=0 

x -x* 3x? +5x-10=0 

x* 45x) +6xº +5x+1=0 

x! 9x) + 12x? -80x—192=0 
, 

x* 2x) —8x? +13x-24=0 


x! -13x? +4x+2=0 
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x* + 11x? +10x+50=0 

x! -4x? 4+x+2=0 

2x) +5xº -8x? -17x-6=0 
xº-x?-2x-1=0 

x* +5x) +xº -13x+6=0 

x* +5x? +2x+8=0 

x! +42) 45xº+5x+12=0 

x* 2d pt Dye p= 0 

xº +2x) +8x? +2x+7=0 

x* 6x) +10x? -2x-3=0 
PR TE 
x* — 2% 40246 257 95 =0 
x* +22) +9xº -8x-10=0 | 
x* 2x) 12x? +10x+3=0 
x* 3x) 4x2 +4x-6=0 

x* 42x) -4x? -14x-21=0 
xº +2x) —13x? -38x—24=0 
24xº —42x) — 77x? +5x+60=0 


x! —-3xº +10x-6=0 
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Ecadusd=s0 3x! > 40x) +130x2 -120x+27=0 


(53) 6x! +19x) —7º —26x+12=0 10xº — 13x) +15x? —18x-24=0 
XI 


6x! 37x) 479x? -68x+20=0 12x! 67x) 15x? 4 282x—280=0 
Utilizar el Método de Newton para calcular la raíz de la ecuación con cuatro cifras 
decimales. 

(OD)  6x+9x+1=0 x -4x-8=0 

) x*-2x+7=0 (4) x* -10x+5=0 

(O)  x!-10x+5=0 (O) 2x+x-2=0 

(1) 3x) -7x-2=0 x*-x-3=0 

(9) x +xº-2x-2=0 x) -4x? -8x+20=0 

(D)  x'+2x-sx-16=0 (2) x+2x-3x-6-0 
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CAPITULO VIII 


VECTORES BIDIMENSIONAL | 


8.1. CONCEPTOS BÁSICOS.- 


a) 


b) 


INTRODUCCIÓN.- Los antiguos Griegos desarrollaron la Geometria elemental, 

ellos crearon una forma sistemática de analizar las 
propiedades de los puntos. las rectas, los triángulos, las circunferencias y otras 
configuraciones. 


Todos sus trabajos estaban sistematizados en “Los elementos de Euclides” que 
fueron las bases de la geometria plana y del espacio hasta nuestros días. sm embargo 
no se habia conseguido avances importantes: pero en 1637. el filosofo y matemático 
Francés Rene Descartes revolucionó la matemática de su época, al crear la geometria 
analítica en la que introduce las coordenadas rectangulares, Ilamadas también en su 
memoria, coordenadas cartesianas y de esta forma consigue algebrizar las ideas 
geométricas de sus antecesores. 


El propósito de este método consiste en introducir mediante un sistema de 
coordenadas, los conceptos de relaciones geométricas a conceptos de relaciones 
algebraicas y viceversa, por lo tanto en este capítulo estudiaremos el método 
analítico y para esto nos familiarizaremos con el concepto de vector que es una 


herramienta de gran importancia en la matemática moderna. 


PAR ORDENADO.- Llamaremos par ordenado a dos objetos cualquiera “a” y “b”; 
que denotaremos por (a,b), donde “a” es llamado la primera 
primera componente y “b” la segunda componente. 


Ejemplo.- Son pares ordenados (2,5), (-1,3), (Pedro, María), (hombre, mujer). 


Dos pares ordenados (a,b) y (cd) son iguales. si sus primeras componentes son 
iguales y las segundas también. 
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c) 


d) 


En forma simbólica es: (ab=(cd) o a=ca b=d 





PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS.- 


Consideremos dos conjuntos A y B, se Ilama producto cartesiano de A y B, al 


[TR 


conjunto de los pares ordenados (a,b) donde “a” pertenece al conjunto A, y “b” 
pertenece al conjunto B y denotaremos por A x B, es decir: 


AxB=f(ab)/ac A A be B) 
Ejemplo.- Sean A = [1,2,3] y B= [a,b), el producto cartesiano de A y B es: 


AxB=((1,2), (1,b),(2,9),(2,b),(3,2),(3,b)) 


Si A =B, denotaremos AxA= A? y para nuestro caso tomaremos À =B =R,es 


= o» ” 
decir RxR = R” y a sus elementos llamaremos pares ordenados de números reales. 


Consideremos un sistema de coordenadas cartesianas de ejes X e Y,yalos 


puntos de este sistema de coordenadas cartesianas, denotaremos por A(x,M), 


P(0,72), BG, 3), vu etc. 


Su representación gráfica es: 


é 
Vo azc=-s=e222"80 4 PXooYo) 





DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.- Consideremos dos puntos A(x,)Y) y 
P(x,,y3), à la distancia de R a P, 


denotaremos por d(P,,P,) y es dado por la fórmula: 


d(B,B) =x, 20240,» 
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Es decir: En él ABRAP,, por Pitágoras se tiene: 


d(B.B) =Id(B,, AJÊ +LdCA, BP o (1) 
Y 


además se tiene: 


RR =M-X 2) 


d(A,P,)) = 6 RR | 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


dB, PB) = Vo — x) + 0 -y)? 





SUMA DE ELEMENTOS EN RxR=R*.- 


Dados dos puntos B(x.)) y B;(X,,)2) de R?, la suma de elementos de R? se 


define del modo siguiente: 





MULTIPLICACIÓN DE UN NÚMERO REAL POR UN ELEMENTO DE 
Rº.. 


Seanre R y P(x,y) e R?, el producto de un escalar r por un par P(x,y), denotamos 
por r.p(x,y) y se define como: 





Dentro de las aplicaciones de la matemática a la física e ingeniería se usan 
frecuentemente cantidades que poseen magnitud y dirección; por ejemplo, tenemos 
la fuerza, velocidad, aceleración y desplazamiento, a estas cantidades se representan 
geométricamente por un segmento de recta dirigido de P a Q que denotaremos por 


—s 
PQ donde el punto P se Ilama punto inicial y el punto Q se llama punto terminal o 


——s 
final. Luego el segmento dirigido PQ se llama vector de P a Q y denotaremos por: 


—s»> o 


PQ-a. 
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8.2.1. DEFINICIÓN.- Un vector bidimensional es una pareja ordenada de números 


reales (x,y), donde “x” se Ilama la primera componente y, “y 
se Ilama la segunda componente. 


8.2.2. OBSERVACIONES.- 


(1) A los vectores bidimensional se representan por una letra minúscula y en la 
parte superior se le coloca un segmento de recta o una flecha, es decir: 


5 5 -— 
a=(m,0,), b=(b,b)), c=(c,6), ... 


(2) Al conjunto de los vectores bidimensional denotaremos por V,, tal que: 





-, 
Al vector cero simbolizaremos por O = (0,0). 


— 5 

Si ae V,, entonces el opuesto del vector a =(a;,a,) quedará definido 
- 

por: -a =(-a,,—a,) 


El vector fila, sus componentes se escriben una a continuación de la otra: 


5 
a =(a,.a,) 


O O 00 


El vector columna, sus componentes se escriben una debajo de la otra: 


E À a k 

a y ] donde | a; es la primera componente. 

a 
2 


a» es la segunda componente. 
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REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA DE UN VECTOR 
BIDIMENSIONAL.- 


po 
Un vector bidimensional a = (a,,a,) es representado mediante un segmento de 
recta dirigido, cuyo punto inicial es cualquier punto P(x,y) del plano cartesiano y 
el extremo final es el punto cuyas coordenadas son: Q(x+a,, y+a,), tal como 


se muestra en la figura. 





VECTOR DE POSICIÓN O RADIO VECTOR.- 


Al vector cuyo punto inicial se encuentra en el origen del sistema de coordenadas 
y el extremo libre puede ubicarse en cualquier cuadrante del plano cartesiano, se 
denomina vector de posición o radio vector, así como se muestra en la figura. 





Ee 
OBSERVACIÓN.- Al vector O lo representaremos por cualquier punto 


siendo su dirección indefinida. 


s 
- Ejemplo.- Representar gráficamente al vector a , cuyo punto inicial es P(x,y), sabiendo 


que su representación de posición es: 
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(1) à = (3,4), P(2,1) (Ver figura 1) 

(2) a =(4,0), PQ,6) (Ver figura 2) 

O a=(2,5, P3-4) (Ver figura 3) 
Solución 


— 
a 


P(2,6) Q(6,6) 





2 3 
(figura Nº 1) (figura Nº 2) 








-—» - 
8.3.1. IGUALDAD DE VECTORES.- Dos vectores a y b son iguales si y sólo si, 
sus componentes correspondientes toman los 


mismos valores; es decir: 


> -—» > 
Si a,beV,,entonces a =(g,.a,), b=(b;,b,) y expresaremos así: 
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8.3.2. 





=b donde 


Ejemplo.- Calcular el valor M 


= Xctia Sy si 
Bs 


ga 
a=(5x+3y,4x-y-4), b=(4x+2y+5.3x+y+7) 
Solución 
Aplicando el concepto de igualdad de vectores. 


= 
a 


=b eo (5x+3y, 4x-y-4) = (4x+2y+5, 3x+y +7) 


5x+3y=4x+2y+5 =] 
de donde 
4x-y-4=3x+y+7 y=-2 
M=7x+5y=710)+5(-2)=49-10=39 «+ M=39 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA IGUALDAD DE 
VECTORES.- 
- | VECTORES IGUALES.- Dos vectores son iguales si tienen la misma 


dirección. el mismo sentido, el mismo tamafio, 


> 


el mismo punto inicial y el mismo punto final y se denota por a =b. 


—- 


O dd 
punto inicial Db 


- —VECTORES EQUIVALENTES.- Dos vectores son equivalentes si 
tienen la misma dirección, el mismo 


sentido, el mismo tamafio pero diferente punto inicial y se denota por 


> o 
a=be 
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-—— = 
a b . 


punto inicial punto inicial 
8.3.3.  PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR.- 


Ee 
Sea À un escalar (À e R) y sea aeV, un vector bidimensional, entonces 


- - 
llamaremos producto de À por a denotado por À.a , al vector resultante cuyas 


componentes deben ser multiplicados por À, es decir: 


=» —» 
Si aeV, entonces a =(a.a,), luego 


Aa=A(a,a,)=(Ã9,,Ãa;) 


Ei ra ra 
1>0 A<0 


Ejemplo.- Sea a = AB un vector donde: 


(1) A(1,1,), B(4,3), A=t2, graficar los vectores AB y AAB 


Solución 


5 .—s 
a= AB=B-A=(4,3)-(1,)=(3,2) 
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Aa =2(3,2)=(6,4) 


Aa=-2(3,2)=(-6,-4) 





(2) si a=(2,3) graficar 3a y 3a 


Solución 
3a =32,3)=(6.9) 


-3a =-X2,3)=(—6,-9) 





8.3.4. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACIÓN DE UN ESCALAR POR UN 
VECTOR.- 


Para todo escalar r.s e R y los vectores a,beV,, se verifican las siguientes 


propiedades: 
— > =» — 
(1) r.a es un vector. (2) (r+s)a=ra+sa 
> =, — — — 
(3) r(a+b)=ra+rb (4) r(s.a)=(r.s)a 


(5) LS (6) ia Ed 


8.3.5. SUMA DE VECTORES BIDIMENSIONAL.- 


-— 3 


s 
Dados los vectores a y bel vector resultante suma a+ b se obtiene sumando 


sus correspondientes componentes, esto es: 
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8.3.6. 


Eb > — 
Si a,beV,,entonces a =(m,0,), b=(b,b,) 





— À 
Ejemplo.- Si a=(3,5) y b=(1,4), entonces: 


Ji (3,9)+(L)=(3+1,5+4)=(4,9) 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA SUMA DE VECTORES.- 


En la interpretación geométrica de la suma de vectores consideramos los 
métodos siguientes: 


3 
ler. MÉTODO DEL PARALELOGRAMO.- 


— > 

Se dibujan las representaciones de los vectores a y b desde el mismo punto (se 
— - 

hace coincidir los puntos terminal de a e inicial de b) y se completa el 


>. 
paralelogramo. La diagonal trazada desde el punto común representa a+b. 


punto inicial 


2do. MÉTODO DEL TRIÁNGULO.- 


— 3 
Los vectores a y b se grafican uno a continuación del otro, luego el vector 


>. > 
resultante a+ b se obtiene del punto inicial del vector a con el punto final del 


ses 
vector b. 
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3er. MÉTODO DEL POLIGONO VECTORIAL.- 


La resultante de la suma de varios vectores se obtiene levando los vectores una 
continuación de otro haciendo coincidir el extremo de uno con el origen del otro, 
para finalmente determinar la resultante uniendo el origen del primer vector con 
el extremo del último vector. 





PROPIEDADES DE LA SUMA DE VECTORES.- 


E das dt À 
Para todo vector a,b,c se verifican las siguientes propiedades: 


> E A A 


a+ b es un vector. (2) a+ b = b+ a , conmutativa 


> 03 > 50 o 


a+(b+c)=(a+b)+c, asociativa 


— > > 53203 ns 
Va vector, existe un único vector O , tal que a+ O = a , neutro aditivo. 


> > 3 > E À 
Va vector, existe un único vector —a, tal que a+(-a)= 0, inverso 


000 


aditivo. 
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8.3.8. 


8.3.9. 


DIFERENCIA DE VECTORES.- 


+ E 
Consideremos los vectores a,b;a la diferencia de estos vectores se define de la 


siguiente manera: 





Ejemplo.- Sean a=(-1,3) y b=(4,8).Hallar 3(b-2a)+6a-2b 


Solución 
i- $) a =(4,8)-2(-1,3) = (4,8)-(-2,6) = (6,2) 


6a-2b=64(-1,3)-U4,8) = (-6,18)-(8,16) =(-14,2) 


Xb-2a)+6a-2b =3(6,2)+(-14,2)=(18,0)+(-14,2) = (4,8) 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DIFERENCIA DE 
VECTORES.- 


> ——s 
A los vectores a,b lo representaremos por los segmentos dirigidos PQ y 
med, 
PR con la condición de tener el origen común en el punto P, entonces la 
' >> >> 
diferencia de a,b es decir: a-b quedará representado por el segmento 


E 


= —»> 
dirigido OR, puesto que b+(a-b)=a (ver gráfico). 
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-—s -—+ > > 
Ejemplo.- Dado la representación de a y b dibuje a-b, usando la 


definición de resta y la regla del triângulo para la suma. 
Ea fa 


Solución 


+ SD 3 —S 


Dibujando los vectores a = AB, b= AC, desde el mismo punto inicial A. 


B 
C 
a 
b 
A 
Ahora dibujamos ih: 
B 
sgiln 
-D “4 
ps " E 
4, a 
a A 
a- 3 
' 7 À 
/ 
/ã 
x -b 


Empleando la regla del triângulo para la suma se dibuja a- b 
8.4. | LONGITUD O MÓDULO O NORMA DE UN VECTOR.- 


=, 
La longitud o módulo de un vector a es el número real no negativo, representado por 


ai 
lja ll y es definido por la raíz cuadrada de la suma de los cuadrado de sus componentes, 


esto es: 
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=> — 
SiaeV, > a=(9,,9,) de donde: 


— =— 
all=/az+a? 





cuya representación gráfica es: 





Ejemplo.- Si a=(3,4) sumóduloes: Ijall= V32 442 =/9+16=25=5 
=> — 
Ejemplo.- Si a=(2,4) y b=(3,5) entonces: 


I2a-3b|1=122.9-30.9]=](48-0,15)] =|1(4-98-15)]=[1(65-]l 


= cs? +(-72 = 25449 =74 
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8.5.  PROPIEDADES DEL MÓDULO DE UN VECTOR.- 


Se verifican las siguientes propiedades: 
> — -— E A À 
(1) lallzo, Ya vecior (2) lal=0 e a=0 
-— — —- 
(3) llrall=lrilall, Va vector, re R. 


> 5 > > 
(4) lla+blisllall+|lb|l, Va.b (desigualdad triangular) 


Demostración 
A 
(DD) si a=(0,0)*000) > 0,40 v 0,%0 
-— — 
la ll=Va? +a? 0, como Vai +a? >0 entonces - llalizo 
— > 0 
O Dsilal=0 > a=0 
> > 
Si a=(9,,6) > lal=/a +02 =0 entonces 
> — 
aj+ai=0 e a=0 A 9,=0. Porlotanto a =(0,0)=0 
- 
En forma similar si a =(a,,0,.4;) entonces 
> — 
ii) Sia=0 > lIjall=0 
- 3 Z 7 —- 
Si a=(00) > Jal=v0+0"=0 = Ijal=0 
— > — 
Si a=(0,0,0) > |all=V02+02+02=0 > Ijal=0 


> > 
(3) Si a=(a,,9,),reRentonces: ra =r(a,,9;)=(ra;, ra;) su módulo es: 


5 > 
ra = ra)? +(ra,) = duda; +ai =Jrda +az =|rila|l 
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— me 
Porlotanto: I|rall=I|rillal. 


(4) La desigualdad triangular lo demostraremos posteriormente en base a la desigualdad 
de CAUCHY-SCHWARZ. 


8.6. VECTOR UNITARIO.- 


ES 
Se Ilama vector unitario, al vector cuyo módulo es la unidad, es decir: a es un vector 


gs 
unitario siy solosi |ja ||=1. 


= ud Tá 9 16 25 
Ejemplo.- El vector a =(=,-) es unitario por que Jall=i—+— = |— =1 
jempl (o) por que ||a || (= ç (> 





-—s+ 
- = a a 
Dado un vector a = O, entonces el vector u = — es un vector unitario. 
all 
Demostración 


— — 
Sea acV, > a=(9á,a,) * (0,0) entonces: 


it 
G a esunitariosi |ulj=1 


5 
la Wal lal 


; go a a 
esdecir: I|ull= (Ay + (E? = 
al all 


— > 
Por lo tanto como || u ||=1 entonces u es unitario. 











— > 
Ejemplo.. Si a=(34) > |jall=/9+16=25=5 


E 34 sas 
porlo tanto: u = (um es unitario. 
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8.8. DIRECCIÓN DE UN VECTOR EN R*.- 


= 
Cada vector no nulo a =(g,,4,) y su representación como radio vector le corresponde 


Es 
una dirección dada por la medida del ángulo 6 formado por el vector a y eleje X 


positivo en sentido antihorario. 





-— — 
Si a=(0,0,)) > llall=Va+a? 
ps 
———————— a=(a,a,) 


a 
sen6 =— 





| : 

| y cos6 = — + de donde se tiene: 
a 

| dz al al 

| 


> -—> 
a=lalcoso; a,=I|aljseno ...(1) 


además 0º <0<360º yde (1) se tiene: 


> FE s - — 
a=(a,,a,))=(|aljcose, la ||sen6)=||a ||(cos9,seng) 


por lo tanto, un vector queda determinado por su magnitud y su dirección. 


> 


> > 
Siu=a esun vector unitario, es decir Ilull=|la |l=1 


E 
Luego si u es un vector unitario se puede expresar en función de O es decir: 


u =(cos6,seng) 


—s 
y el ángulo 6 se denomina ângulo de inclinación o ángulo de dirección del vector a . 
OBSERVACIÓN.- La medida del ángulo 6 se obtiene de la forma siguiente: 


Mediante un ángulo de referencia o y haciendo uso de una tabla de valores se halla el 


valor de o. con 0º <a < 90º para el cual ga=|2], ação. 
E 


Sia>0, a >0 => 6e€ ler. cuadrante: 0=0 
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a,<0, a,>0 = Be 2do. cuadrante: 6=180º- a 
a<0O, a <0 => 60€ 3er. cuadrante: 0=180º+ a 
a>0, q, <0 = 6 E dto. Cuadrante: 6 = 360º — E 
Y 
6=180º-a 6=a 





0=180º+a 6=360º-a 


" ! 
Ejemplo.- Hallar un vector a de longitud 643 y que tiene la misma dirección de un 


vector que forma un ángulo de 30º con el sentido positivo del eje X. 


Solución 
> —-s 
a =|| a ||(cos30º,sen 30º) = 502) = (9,33) 





Eds === a=(9,3/3) 


—s 
Ejemplo.- Expresar el vector a =(3, -343) en términos de su magnitud y su ángulo de 


inclinación o dirección . 
Solución 


> ad -— 
Como a=Ija ||(cos8,senB), de donde [a ||=9+9(3)=36=6 


Calculando O se tiene: tg0 = 2 - 3 = Ge 4to. Cuadrante 0=360º - a 


q 
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donde ga-38. 45 = a=5=60º 


Luego 6 = 360º - o= 360º - 60º = 300º 


Porlo tanto a =6(cos8.sen6) = 6(cos300º,sen 300º) 








eo 
El producto escalar (o producto interno) de dos vectores a y 


a 
b está dado por la suma 
de los productos de sus componentes correspondientes, es decir: 


55 > > 
Sí a,beV; = a=(a,0), b=(b.b) 


v 
15429)(b,,b,) = ay .by + 43.b, 
4 4 


dem ma mo tm 


b=( 


Xx+z 
de modo que 





—» o 
Ejemplo.- Si a=(x,3y) y b=(-2y,7), hallar el valor de 


a+b=(8,-4) y a.bi=0. 


Solución 


=> = 
a+b=(8,-4)=(x,3y)+(-2y,27)=(x—2y,3v+ 2), de donde 


; x-2y=8 
(x- 2y,3y + z)=(8,-4), por igualdad de vectores se tiene: ” se. (1) 
Iv+z=-4 
> > E) em 
como b=(-2y,7) > bi=(-z,-2y) y como a.b=0 
Ótmena 9 (2) 


(x,3y).(-2,-29) = 0 > —xz —6y? -0 > 7=—-—— 
X 


al reemplazar (2) en (1) se obtiene: 
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x—2y=8 x=2y+8 
a = 2 Rá 
E q TT 
x 2y+8 y+4 


3y(9+4)-3y7? =-4(y+4) > 16y=-16 >| y=4| 


como x=2y+8 entonces x=-2+8=6 = x=6 





como z=-——=-——— =-| = z=-1. Luego 


OBSERVACIÓN.- El producto escalar de dos vectores es un número real. 


8.10. PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES.- 


35 
Consideremos tres vectores a,b,ceV, y re R un número real cualquiera; entonces: 


(1) beba (2) E (ab) 

O albre)=abrac fal=va.a 

O (breya=barca (O) lalf=a.a 

O lasbf=palfe2ab+|bI la-biP=palP-2a.b+11bIP 
NOTA.- La prueba de estas propiedades son bastantes simples por lo tanto dejamos 


para el lector. 
— -— > - — -— - 
Ejemplo.- Sí llall=7.Ilbll=3 y a.b=-4. Hallar M=(11a+3b)(2a+7b) 
Solución 


M =(l1la+3b)(2a+7b)=lla(2a+7b)+3b(2a+7b) 
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E A À > s >> > > 5 >> -s 
=22a.a+77a.b+6a.b+21b.b =22|alf+83a.b+21||b|P 
= 22(49) + 83(-4) + 21(9) = 1078 — 332 + 189 = 1267 - 332= 935 


M=935 
8.11. VECTORES PARALELOS Y ORTOGONALES.- 


-— — E A) 
(1) Dos vectores a y b son paralelos (a//b) si uno de ellos es igual al otro vector 


multiplicado por un número real, es decir: 





/ -— — 3 > o > - 
Ejemplo.- Sí a=(2,3), b ii (di entonces a/b «es r=2, talque a=2.b 
— — 
Ejemplo.- Los vectores a =(2,3) y b =(5,3) no son paralelos porque 8 re R, 
— > 
talque a=r.b. 


vã —s 
OBSERVACIÓN.- El vector nulo O es paralelo a todos los vectores, en efecto: 
+ —+ — > — 
0=0.a, Va vector, OE R, entonces: a y O son paralelos. 


CONSECUENCIAS.- Sean a,beV, > a=(a,,9,):; b=(b,b,), entonces 


>. —- 5 
al/b «so IJÃeR talque a=Ab, es decir: 


(aj,a,)=A(b;,b,) de donde a, = Ab, a, =Ab, 


q a ei ig De 
Luego tenemos A=— = E , esdecir: si a//b 
1 a 


entonces existe proporcionalidad entre las componentes correspondientes. 


> — 
Ejemplo.- Determinar si los vectores a =(-6,4,10) y b =(9,-6,-15) son paralelos. 
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Solución 


32. 
Si a//b =» debe existir proporcionalidad entre los componentes correspondientes: 


> =: — 
E E E Luego a y b son paralelos. 


8.12. CRITERIO DE COLINEALIDAD.- 


El conjunto de puntos A, By € son colineales si y sólo si pertenecen a una misma recta. 





L 
AeL BeL CeL 


Por lo tanto, tomando de dos en dos se obtienen vectores paralelos, ABI AC ; 
Ejemplo.- Determinar si los puntos A(3,1), B(2,2) y €(1,3) son colineales. 

Solución 
Los puntos A, By € son colineales situados de dos en dos se generan vectores paralelos 


AB=B-A=(L9)-(3.D=(-1LD 
AC=C-A=(,9)-(3,D=A-1,1"- 


BC=C-B=(1.3-(2.2) =(—1,1) 


— >... — 


— 
Luego AC=2AB => AC y AB son paralelos 


—s 


—s —s —— 
BC=1AB => BC y AB son paralelos 


por lo tanto los puntos A, By € son colineales 
= pé Ed = . . ” . . 
(1) Dos vectores a y b son ortogonales (a | b) si se verifica la siguiente relación. 
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> > > 
la+bll=a-bl| 
— > 
así por ejemplo, los vectores a =(a,0) y b=(0,b) son ortogonales, en efecto: 


la+bl=|tao+0.bl=|tab=va+b ... (DD 


la-bl=I(0.0-c0,b)|= || (a,-b)|| = Va? +(+P =Vo +b? ... (2) 


e, E) 
Comparando (1) y (2) se tiene: la+bll=|la-6]] 


5 =) ES Es 
silos vectores a y b son ortogonales, entonces denotaremos por a 1 b,es decir: 


> > 3 3 > 
alb eo Ja+bll=|a-b| 





== 3.3 
Como los vectores +b y a-b son las 


E 
diagonales del paralelogramos cuyos lados son a 


> — > 
y b, entonces si los vectores a y b son 


ortogonales, esto significa que el paralelogramo 
es un rectángulo. por lo tanto sus diagonales son 


congruentes. 


Otro modo de interpretar la ortogonalidad de los 


> Ss 
vectores a y b es: 
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8.14. TEOREMA.- 


— > 353 
Los vectores a y b son ortogonales sí y sólo sí a.b=0 
Demostración 
>> > 
) Síialb > a.b=0 (por demostrar) 
E) E) 5 > 
por hipótesis se tiene que a y b son ortogonales, entonces ||a+bll=||a-6|| 


(por definición de ortogonalidad). 


E) >> 
Luego ||a+ b|fÉ = |/a— b |, desarrollando los cuadrados se tiene: 


o > 2 E 4 E A À — > o > > 
lalf+2a.b+||b|f = alf-2a.b+blf dedonde 4a.b=0 > a.b=0 


+ o — =, 
ii) Si a.b=0 => a lb (pordemostrar) 
> > E A À > 3 Eae 
Como a.b=0 = 4a.b=l|a+blf-l|la-bIP, de donde 


di = > > > ; há 
la+blf=|a-bll = Ija+bll=|ja-bl), esta relación nos indica que los 
Es ae e . 
vectores a y b son ortogonales (por definición de ortogonalidad) 
Ejemplos.- Determinar cual de los pares de vectores dados son ortogonales. 


—s — 

(1) a=(2,1), b=(-1,2), de donde 
> > — —s 
a.b=(2,D(-12)=-2+2=0 > a y b sonortogonales. 


(2) 2=(23)y b=(-2,7), de donde 


> — > 
a.b=(2,3)(-2,0)=-4+21=1740 => a y b noson ortogonales. 
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8.15. TEOREMA.- 


35 ER bd Erg ia 
Los vectores a,b son ortogonales sí y sólo sí |la+ bl = Ilali+lbIl 


La demostración de este teorema queda como ejercicio para el lector. 


3 - — 
OBSERVACION.- Consideremos el vector a e V, entonces a =(a,.a,) definiremos 


> 5 
un vector ortogonal al vector a al cual denotaremos por a * 


cuyos componentes son (-a,,0,) y que es obtenido aplicando un giro de 90º sobre el 


ds 
vertice del vector a en sentido antihorario. 

fa > 
El vector a =(-a,,0,) así definido es ortogonal al vector a. 


325 
En efecto: a.a'=(m,a))(-a,a)=-aa,;+aa, =0 


1 


ds 3 sa 
Luego a.a =0 => ala 





Ejemplos.- Sea a=(-1,3) = suortogonales a 1=(-3,-1) 
> Ea 4 
Sea a=(2,3) => suortogonales a 1=(-3,2) 


8.16. TEOREMA.- 


— > > 
Dados los vectores a=(a,a,) y b=(b,b,) diferentes de O, se tiene que a es 


> = E? 
ortogonala b siy sólosi al//b. 
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Demostración 


> — 
Como a £ O, entonces por lo menos una de las componentes de a es diferente de cero, 


supongamos que a, £ 0. 





E caio a,b, 
alb o a.b=ab+ab,=0 & b=-+ 
q. 

TA ab, b 
& b=(bb)=(-*.b)==(-a,,a) 

cs a 





> b. > > gu 
b=2Za > bla 
] 


8.17. COLORARIO.- 


> 5 > > 
Dados los vectores a y b no nulos, entonces a y b no son paralelos si y sólo si 


>> >. 
a.blz0y al.bzo0. 


Demostración 
o - a sa! 
Del Teorema anterior es una equivalencia, entonces a y b noson paralelos «> a” no 


> Rm =. di RA 
es ortogonal a b y de igual manera que b” noesortogonala a siysolosi a.b-£0. 


Ejemplo.- Haliar todos los valores de x de tal manera que el vector a =(x,2x+1) sea 
- 
paralelo al vector b = (2x—1,x+2) 
Solución 


Aplicando el teorema 2.16. se tiene: 





> > > > 32. 
Sialb > ailb > alb=0 


> > 
Como a=(x,2x+D = al=(-2x-1,x) 
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+ 
a 


*b=(-2x-Ly)(2x-1,x+2)=0 


MPa MANDE S GÊ DEN! po x=—- 


8.18. COMBINACIÓN LINEAL DE VECTORES.- 


> > E À E À 

Sean a y b dos vectores no paralelos diferentes del vector O, se dice que el vector c 
RA — 

es una combinación lineal de los vectores a y b si existen escalaresr, s(r, se R) tales 


que: 





> - -» > 
Los vectores ra y sb geométricamente se puede construir del hecho que a y b no 


—) 
son paralelos de tal manera que la suma sea igual al vector c. 


o > 


E er À 
Analíticamente que a y b no sean paralelos es equivalente a decir que a.b 120 y 


>. 
a!.b £0 (corolario 1.27) y por lo tanto podemos calcular r y s de la siguiente manera. 


Partimos de c=ra+sb no. (1) 


—) 
Multiplicamos ambos miembros de (1) por a E 


dt É DE Ea Ed! 
c.a=ra.a+sb.a, como a.a =0 
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multiplicamos ambos miembros de (1) por b 

>> a > > > o 

c.bl=ra.bi+sb.b!, como b.b!=0 

ad > 

cbl=ra.bt 

8.19. TEOREMA.- 

= ia Ed E) : —, 

Silos vectores a y b no nulos de KR”, no son paralelos, entonces cualquier vector c de 


> 


> > 
Rº? puede expresarse de manera única c=ra+sb donde los números r y s son 


calculados en la forma anterior explicada, es decir: 





s 
Ejemplo.-  Expresar al vector c=(2,3) en combinación lineal de los vectores 


adia id ! 








Solución 
— A E À - — > 
Si c escombinación linealde a y b entonces Jrse R, talque: c=ra+sb 
>> 
1 > 5 
Como r=55 , donde b=(1,2) > bi=(-2,1) 
a.bl 
IB = = 
- cbl (LIZ) 443 1 + qa -(LIALD 243 5 
Ea G-D(-2ZD -2-13 Os LD 142,03 


porlo tanto (2,3)= SU-D+50,2) 
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8.20. TEOREMA.- 


Consideremos dos vectores a y b no nulos. Si estos vectores no son paralelos, la 
— >. 
igualdad ra+sb = 0, implica que r=s=0. 
Demostración 


2.3 E A? 


Em 
Por hipótesis tenemos que: ra+sb=0yque a, b son vectores no paralelos 


: > 82 > 
suponiendo que r£0 —» a+-b=0 
r 


> s” > s 
Luego a=-—b=kb, donde k=-— 
Á jã 


— —- —> o >. 
Como a=kb,esto significa que a y b son paralelos (a //b) lo cual contradice a la 


hipótesis, por lo tanto r = O. 


. a > = => E 4 r> > r 
Suponiendo que s£0 setiene —a+b=0,dedonde b=-—a=Aa,donde A=-— 
s s s 


> —- E 4 > 
Como b=4Aa,estosignifica que a y b son paralelos lo cual contradice a la hipótesis, 


por lo tanto s = 0. 





— — k 3 > E A À 
Dos vectores a y b son “linealmente independiente” si ra+sb=0 entonces 


E A 
r=s = 0), en caso contrario se dice que los vectores a y b son “linealmente dependientes”. 


—+ A 
Ejemplo.- Determinar si los vectores a=(-1D y b=(4,3) son linealmente 


independiente o dependiente. 


Solución 
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> 3-3 
ra+sb=0 > r(-1,D+s4,3)=(0,0) 


(rr) + (45,39) = (0,0) = (r+ás,r+39)=(0,0) 


nor E 
>» > r=s=0 


> > 
porlo tanto a y b son linealmente independiente. 


> > 
Ejemplo.. Determinar si los vectores a=(-6,3) y b=(2,.-1) son linealmente 


independiente o dependiente. 


Solución 
ra+sb=0 = n(-6,3) + s(Q,-1) = (0,0) 
(-6r + 2s, 3r— s) = (0,0), de donde por igualdad 


—6 +2 =0) = 
| doiaé É Ea donde r es arbitrario 


=» 
3r-s=0 s=3r 


—- Ra À 
entonces a y b son linealmente dependientes. 


OBSERVACIÓN.- Tres vectores cualesquiera en R? son linealmente dependientes 
entre si. 
OBSERVACIÓN.- 


É 5 5 > 
Los vectores a,b son linealmente dependiente cuando los vectores a y b son 
colineales. 


o, 


>> E 4 A 
(2) Los vectores a,b son linealmente independiente cuando los vectores a y b no 


son colineales. 
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ER) 





— 
a 





8.22. 


VECTORES FUNDAMENTALES.- 


Consideremos los vectores (1,0) y (0,1) en V, al cual denotaremos así: i =(1,0), 


-—) 
J=(0,1), estos vectores son unitarios y se representan a partir del origen de 


coordenadas, situadas sobre los ejes coordenados en sentido positivo al de los ejes, a estos 


vectores se les Ilama vectores fundamentales. 





—p 

TSM) * 

Todo vector de V, se puede expresar en combinación lineal de los vectores 
> > 

fundamentales i =(1,0), j=(0,1) 


3 E 4 > 
Sea aeV, > a=(a,a,), peroal vector a expresamos así: 


(dj) = (4/0); =m(1,0)+a,(0,1) 


= — = 


a=mi+a j 


— > 
A los números a,,a, se denominan componentes escalares de a y à los vectores a, | Y 


> > 
a, j se denominan componentes vectoriales del vector a. 
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En la combinación lineal de dos vectores se presenta un caso importante cuando estos 


o > 
vectores son unitarios y perpendiculares entre si como es el caso i =(1,0) y jJ=(0,1. 


a 
f 
: ; E Fi Em E 
Si se considera un vector unitario u de i yelvector u” en lugar de j, entonces el 


> > > — > 
vector c =3u+4u * es una combinación lineal de los vectores unitarios u yu a 





o > 
Luego la longitud del vector c es lc |=V3º+4? =5 por la hipotenusa de un triángulo 


rectángulo donde la medida de sus catetos son 3 y 4 respectivamente. 
—s» 
OBSERVACIÓN.- Si u es un vector unitario se cumple las siguientes relaciones. 
— Ed — — 
(DD lxu+yuij= (o +y? xa yuij= [2 +? 


—- > —» 
Ejemplo.. Calcular la Jlongitud de los vectores dados a=3u-4u a 
= > — > 53 > 
b=35u+12u), c=Su+12u) 


Solución 


> > — 

la l=||3u-4u Hl= 3º Ela =/9+16=5 
> > — 

lbll=[35u+12u4= 382 +12? = 12254144 = 37 
- > — 

lc l=5u+12uM=52+122 =25+144=13 
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— — > 


Si dos vectores a y b son unitarios y ortogonales entre si, entonces los vectores a y 


-—) 
b se denominan vectores ortonormales. 





> 


Consideremos dos vectores a y b no nulos, construyamos un triángulo rectángulo cuya 
hipotenusa sea el vector a y su base sea el vector r.b (donde r e R) paralelo al vector 
— > 
b de modo que los lados del triângulo quedas qua así: hipotenusa el vector a 


2.39 9 
y por catetos los vectores r.b, c=a-r. 8 donde c Ei b 





>. 
Como c Lb, lo cual es lo mismo expresar así: 


> 


e MEL E >» tam r.b).b =0, de donde E + rlbIP=0 


>> 





a iai ã 
entonces r= es el único número real. 











Er 
2 
bl 
>> 
como c 1 b, significa que el triângulo cuya hipotenusa es el vector a tendrá por catetos 
as >> >> 
>> 
alos vectores: ——.b; a— . En consecuencia al vector +» que es paralelo 
2 
o IP lb Br 151 


> > — 
al vector b, llamaremos proyección ortogonal del vector a sobre el vector b. 
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33 E À >> E À 
> > 
Al vector - a .b expresaremos en la forma siguiente: + 4 sbi=d aid je + donde 
| IF lo If [EA A! 
> 325 
b a Epa Ee ê 50 
= es el vector unitario en la dirección del vector b , en tanto que el número — es 
bl b|| 
> 


la longitud dirigida del vector proyección le Hlamaremos la componente del vector a en 


la dirección del vector b ; 
8.26. DEFINICIONES.- 


() Sean a y b dos vectores, donde b 4 O, definimos la proyección ortogonal del 


— > 
vector a sobre el vector b y los representaremos del modo siguiente: 





dd dá E | 
(6) Sean a y bdos vectores, donde b 0, al número — que es la longitud 


b|| 


- 
dirigida del vector proy5 le llamaremos la componente del vector a en la 
b 


= 
dirección del vector b y denotaremos así: 





E = ds 
Ejemplo.- Hallar la proyección del vector a = (7,12) sobre el vector b =(3,-4). 


Solución 


325 
Ba : adro 
Por definición se tiene: proy, =— «b 


b A 
Hb IF 
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=. Ê 





DOM a, = 8a =. 26,4) 


Proy. 
» |I3-9IP 


> 


27 
royi =-2L (3,4 
prova =-556,-4) 


- -— > 
Dados los vectores a = (3,3) y b =(N3,-1). Hallar Xproy2 + proy?) 
a b 





Ejemplo.- 
Solución 
5 5 E A À 
ab” 
Aprov spa = q Ad =.6) 
Ia if |» IP 


(3,./3)44/3,-1) (3,./3)(43,-1) 
nu" qd 
(3,3) IP NEED 


DÊ (a f8y 0288 = -nI= Ea BBB. 


a 


=(V3,D+(3,-/3)=(3+43,1-43) 
VECTOR  PROYECCIÓN 


8.27. PROPIEDADES DEL Y 
COMPONENTE.- 


(1) La proyección ortogonal de una suma de vectores en la dirección de algún vector no 





E: 
nulo c es la suma de las proyecciones ortogonales. 


(a+d) proy? + proy? 
[o 


Pproy., 


Es 
O) La proyección del vector ta en la dirección de b es igual a t veces el vector 


= 
perpendicular de a . 
proyf? = tproy3 
b b 
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Ee 
() La componente de una suma de vectores en la dirección de algún vector c es la 


suma de los componentes. 


b 


e 
g 





comp"? = comp? +comp 
co “ch 


c 


— — 
(4) La componente del vector + a es igual a t veces la componente de a . 


Es 


compl =tcomp? 
e e 





> > >= 
Consideremos dos vectores a y b, donde b+O por definición de proyección 


ortogonal sabemos que: 


Es 

ess 

proy5 = ge b 
b 





= 


al vector proyá expresaremos en la forma siguiente: 
b 














+ o E dr À — >> 

fá a: — 
proyê = aah fee, á + como comp5 = Rel 
PDP Id ; 





> Ed EA 


i) Sila compê>0,la proy) y b tienen la misma dirección. 
b b 


—> 
a 


4 


e 
proyé 
b 
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— o = 


ii) Sila comp; <O,la proyá y b tienen direcciones opuestas. 
b b 





ii) Sila comp5 =0, quiere decirque a Lb 
b 


OBSERVACIÓN.- La diferencia entre proyección ortogonal y componente radica en 
que la proyección ortogonal es un vector y la componente es un 
número real. 





-— E) 
TEOREMA.-  Demostrar que el ángulo formado entre dos vectores a y b no nulos 


corresponden a la siguiente relación. 





Demostración 


- -— 
Como a y b son dos vectores no nulos y O es el ángulo formado por estos dos vectores 


E A À 
(0 = £ (a, b)), de modo que el campo de variabilidad está dado por 0O< 0< 7. 


D+ 


o, 
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Por definición de componente sabemos que: 





o 335 
comp5 =" => Ibllcompi=a.b ... (1) 
b b 
bl 
compê Sm 
del gráfico se sabe que cos0 =-—— t dedonde comp2 =|ja llcos6 ass (2) 
b 
Ia || 
— => = —> 
reemplazando (2) en (1) setiene: |lallllbllcos6=a.b 
= md 
.b 
cos8 = os 
all bl 


> > 

Ejemplo.- Dados los vectores a =(4,3), b=(1,-1). Hallar: 
> > 
a) Laproyecciónde a sobre b 


— =s 
b) La componente de a en la dirección de b 


c) El ángulo entre los vectores propuestos. 





Solución 
ui; Ea: E = 1 
a) proyã= ade b CM net) 
b I b Ip |] (1,-1) | 2 2 2 


2-2 D UA. gd AR 


b) compij=""="[[ "=" D=— 
pop ND 2 2 
5 1 
c) cos0= age a > O-=arccos(—=) 


ia So 542 
TES REA 2 
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8.30. LA DESIGUALDAD DE CAUCHY - SCHWARZ.- 


— — 


TEOREMA.-  Demostrar que: para todo vector a y b vectores se verifica la 


>> > > 
siguiente relación. la.b|<l|all.lb|| 


Demostración 


— > 
Veremos primero para el caso en que a K b 


eu | 
a p—- 
| Cc 
| — 
(o) sie õ 
proys 
b 
del gráfico aplicando el teorema de Pitágoras se tiene: 
A 2 mé E 2 E É 
| proyá If =| a |É =| c |É<I| a |, 10 que es lo mismo 
b 
> > > > = 
Il proy2ll<lla ll, además a.b=||b||compá 
b b 
fear Ja À — A > = —> —+ E 4 > 
|a= a Il <all.lbil porto tanto: [a.b|<]a Ibi...) 
+ 0 — 
ahora veremos el caso cuando a //b es decir: 
> -— — 
Si a//b = JreRtalque a=r.b 
> — —-+ 0 — dis A > > > — 5 
la.bl=|crb).b|=|rl.blÉ=|rlbillbll=Irb o = lit di 
E À — Er À 
porlo tanto: |a.bl=I|la ||.||b|| «coi(B) 


> > — 
Luego de (1) y (2) se tiene: -. lablslal.|bl 
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APLICACIÓN.- Como aplicación de este teorema. demostraremos la desigualdad 


; > — — 

triangular: Ila+bllsilal+ibl| 
593 > a E A À is — a — —+ - a 
la+blf=|alf+2a.b+|blfslalf+2]ap.bl+»i 


o da a — > —- a 
lla+blf<ialf+2]a lb + b É, de donde 


=) duas 3 > 3 -> 0 5 3 
la+b fÉ<qla |+| b|D* porlotanto: |a+bll<]la l+|b |] 





> -—, 
Consideremos un paralelogramo cuyos lados son los vectores a y b. 





” 
La altura del paralelogramo es h=||c ||, de donde 


—- 


= > 
h=|Icll=|| proy5 À Il=Ilcompá, | ||, además se conoce que: 
b b 


área del paralelogramos es: A = base x altura 


> => 

— o — a.bt 55 E 

A=fb IL llcompê = (pb pt22 Ha pa à Aja bi 
TA 


— - 
En consecuencia el área del triángulo cuyos lados son los vectores a y b está dado por: 


LA, 
A=-—|a.b- 
2 
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Ejemplos.- Hallar el área del triângulo cuyos vértices son los puntos A(-3,2), B(3,-2), 
€C(4,5). 


Solución 
Bus) ASAB=B-ASS 
DME E RM 4) 
E) » PRE 


A=-|a.b!|=-|28+18]=23 
2 2 





A=23u? 





8.32. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


> > > 
(1) Dados los vectores a=(-2,2), b=(3.-2) y c=(-1,1), resolver la ecuación: 
> — —s — — >> 
3a-HUA3(b-2c)+2a]+3x=2c+X. 


Solución 

A — — — > E a À 
3a-2H3Mb-2c)+2a]+3x=2c+x, efectuar las operaciones 

> 5 — — > > o 
3a-6b+12c-4a+3x=2c+x, simplificando 

> > > 
2x=a+6b-10c, reemplazando los vectores 

— 
2x=(-2,2)+6(3,-2)—-10(-1,1), efectuar las operaciones 

— 
2x=(-2,2)+(18,-12)-(-10,10)=(-2+18+10,2-12-10) 


E 4 — 
2x=(26,-20) de donde x =(13,10) 
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(2) Sean P(c,d) y Q(c + a, b + d). Muestre que la magnitud de PQ es Va? +b?. 


Solución 


Bos O-pejsabeasÉe) =(cra-cb+d-d)=(a,b) 


—s 
IPOj= Va? +b? 


a, 


5 — 5 
G) Sí a=(x+1, 3x-2) y b=(l-x,x). Hallar x para que a+5Sb sea paralelo a 
RCA 
c=(1,-7) 
Solución 


a+5b=(x+1, 3x-2)+5(1-x, x)=(6-4x, 8x-2) 


como a+5b//fc => dJÃeR talque: a+5b=4Ac, dé donde: 
(6- 4x, 8x — 2) = A(1,-7) por igualdad se tiene: 
6-4x=A: 8x-2=-7) = 8x-2=-H6- 4x) 


=> 20x=40 de donde x=2. 


- 5 


E 
(4) Determinar para qué valores de a los vectores a+ab; a-ab son perpendiculares 


> — 
entre sí, sabiendo que | a |=3. ||b|=5. 
Solución 


> > — —+ > E A À > 
Como arabla-ab > (a+rab)(a-ab)=0 


> > 


> —s -— > 
dedonde a.a-c?b.b=0 > Ilalf-o” |lb|=0 


7 
la IP 


Io IP 





o = E = cimeê 
25 5 
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0 ad = + 0 — 
Calcular ||a-— b|| sabiendo que: | a |=13, ]b|=19ylla+b]l=24 
Solución 
+ 

Como || a+ b ||=24, elevando al cuadrado tenemos: 

-> > a — > > 

la+blP=24 > Ialf+Iblf+2a.b=576, de donde 

> — = —+ 

169+361+2a.b=576 > 2a.b=46 

* lis — 2 = 2 + + 
la-blf=]alf+IbIf-2a.b=169+361-46=484 


> 5 > o 
la-b|2=484 > |ja-b||=V484=22 


ETA fd Eid 
Los vectores a y b forman un ángulo a = 60º, se sabe además que: Ijall=5 y 


E dá di À > > 
| b ||=8. Determinar: |a+bI|l y Ja-bl. 


Solución 
> — 
> — a.b > > 
£(a,b)=60º > cos60º=-———— > a.b=20 
=> — 
la Ill bj 
> > a — > > 
la+b|P=JalP+Ib|P+ 22.b=25+64+40=129 « |a+bll=V129 
ss — -— 35 E A À 
la-blP=|alf +alP-22.b=25+64-40=49 « Ia-b|=7 


> — — 
Los vectores a y b forman entre sí un ángulo de 45º y el módulo de a es 3. Hallar el 


> > o — 
módulo de b, de modo que (a— b) sea perpendicular al vector a 


Solución 


32 > — 203 -— 
sta pedi So deh mB Icosase= "24% 
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À 5535 — 
É 3/2 


> > 
-bla > (a-b).a =0, de donde das a DE 0 > jajp=a ide 5 -—b 


3 2 > me 
9=D2|b] =» bj=52 


> - > 
Los vectores a y b forman entre sí un did de 45º y el módulo de a es 3. Hallar el 
+» o 
módulo de b para que a+b forme con A un ángulo de 30º. 


Solución 


>> > 
Por datos tenemos: 4 (a,b)=45º y |lall=3 


> 9539 
Determinaremos || b ||. para que < (a,a+ b)=30º 


3/2 


9535 55 - > > 
Como x(a,a+b)=45º >» a.b=Ija [ll o [cos45* =] bh 


X<(a,a+b)=30º > a(a+b)=|allla+bI|cos30º 


9595395 3393 
a.a+a.b=|lallla+b||cos30º, de donde 


Ba? > 3.43 932 dp da 


+— ||bil=3]a+b|l— +b 
bI=E3a+bIS = a+b] 


la lê 
o sã 


> > 
3 a lb IH Ei |la+ b || elevando al cuadrado y simplificando 


I5IP-=2]b|-9=0 > 1bI-S06+D-—— - 
2sen1l5 


E À > = 5 E ad no 
(5) Sean a=cos0 i+sen6; y b=cos(ô a i+sen(6 o j dos vectores. Demostrar 


> > 
que a y b son ortogonales. 


Solución 
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— — - > 3 
alb (ay b orogonales) & a.b=0 


a.b =(cos8,sen8).(cos(6 + SNsen(o +5) =cosB.cos(O +5) +senô.sen(6 +5) 


= cosBjcosô.cos a —sen6.sen o) +senô[sen 8.cos— +cosô.sen E 
= cos 6 (0 — sen 8) + sen 6 (0 + cos 6) = - sen O cos 0 + sen O cos 8 = O 


+ — o 
Como a.b=0 > alb 


53 > > — 
Demostrar que a+b y a-b son ortogonales sí solo sí || a ||=|| b ||. 
Solución 
= => — o 
) Siarbla-b > l|all=|b|) por demostrar 


E À 0 a A e À 
como a+blLa-b > (a+b)(a-b)=0 


a ada = ia 3 —- 
lalf-blf=0 = Ialf=||bl” dedonde Ja ll=]| b|| 
> > 2539 395 
ii) Síllali=|b|l > a+b1lLa-b por demostrar 
— — das Ea - a - 2 
como |all=|bJ = IJalf=|blf => half -Iblf=o 


32 


393929 55 so 
> (a+b)(a-b)=0 > a+bla-b (ortogonales). 
Demostrar que: Si dos vectores son unitarios, entonces la suma es un vector unitario si y 
sólo si el ángulo formado por dichos vectores es de 120º. 
Solución 


+ a 


i) Sean a, b vectores unitarios de modo que: 
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-— > > 55 
lall=bll=la+bi|l=1 => 6=<(a,b)=120º por demostrar 
3 2 — 2 > 2 -— 5 
la+blf=1 => Jalf+blf+2]al.fbl= 
a lê +blf+2]ad.lo cos6=1 


l+1l+2c0os0=1 > 2cos06=-1 > cosg = > 6=120º 


+ + > 
iP Sí 0=<4(a,b)=120º > |a+bll=1 
E 2 — 2 —s 2 —- —- 
la+blÉ=Ia é + bIÉ+2Haf.lb|-i 
didi Pis — — 1 > 
=lalf+|b|| +24a |1.]1b Ilcos1Z0º =1+1-2)=1 > Ja+blj=1 


3 > 3 5 
como |la+bll=1 => a+b esunitario. 


2253903595 
(12) Probar que la suma de vectores es conmutativa, es decir: arb=b+a 
Solución 
+ SS ——s 
Seobserva que: AD+ DC = AC por definición 
E e 
2259 
de suma de donde: at+b=c Uh) To 
——3 50 ——s» 
AB+ BC = AC por definición de A — D 
a 
suma de donde: b+a=c (2) 


comparando (1) y (2) se tiene: a+b=b+a 
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> [a] — Ec AR À 
Demostrar que la suma de vectores es asociativa, es decir: (a+b)+c=a+(b+c). 


Solución 


o, 


24 


—s SS... —s 


Se observa que: AB+ BC = AC, por definición de suma de vectores, de donde: 


a+b= AC ... (1) 


—s  —s 


—— 
BC+ CD = BC, por definición de suma de vectores, de donde: 


b+c= BD ss2(2) 


—s .—S3.  —s 


AB+ BD = AD, por definición de suma de vectores, de donde: 

“39. 30/53 

a+(b+c)=d ce. (3) 
=> 5 —s» 
AC+ CD = AD, por definición de suma de vectores, de donde: 


323 5/5 


(a+b)+c=d ... (4) 


3 o 


>. >. 
comparando (3) y (4) se tiene: (a+b)+c=a+(b+c) 


Demostrar que el segmento que une los puntos medios de dos lados de un triángulo es 
paralelo al tercer lado e igual a la mitad de su longitud. 
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Solución 


Sea A ABC, de modo que: 






—s», -—s —s 
AB=B-A, BC=C-B, AC=C-A gg. AtC 
2 


2 
B+C A+C B-A 
MN = N-M dra dd : A B 
como MN = E = 54B entonces: MN] AB, a continuación se debe comprobar 


que el segmento que une los puntos medio de dos lados de un triângulo es igual a la mitad 


de la longitud del tercer lado del triángulo, para ello sabemos que: 


= === > -——s = 
MN = AB |=-|| AB ||, por lo tanto: MN l=51 AB |j 


> —- 

Sean a y b dos vectores que tienen distinta dirección. Hallar la expresión de cualquier 
— — — 

vector c del plano determinado por a y b. 


Solución 


ae 

Sabemos que el vector tb es paralelo al 
- 

Vector b, Vte R, análogamente el vector 


— — 
sa es paralelo al vector a, Vse R, y 


aplicando la regla del paralelogramo 


— 


Ed —- 
tenemos: c=sa+tb, Vs,te Ri quees 





la expresión pedida. 


Demostrar que en un triángulo isósceles, la mediana es igual a la altura. 


Solución 
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—» — 
Por hipótesis tenemos que: ||a ||=|| b|| 


Ed À 
debemos demostrar que: h.c=0. e a 
Según el gráfico sabemos que: 


E 


>> ida E 
Eng sta na ... (1) c 
“> 0 Ss 3.3 3 
igualmente según el gráfico se tiene: c+b=a 53 c=a-b e (2) 
32 
a-b 595 = 


reemplazando (2) en (1) tenemos: (a-— 





=(alP Iblf)=0 


I 
sl 
su! 


> > 
entonces h.c=0 > hle 


Demostrar que el triángulo inscrito en un semicírculo es un triángulo rectángulo. 





Solución 
- — 
Se observa que |ja |) = I|c || por ser radio de un círculo. PS 
c 
5390 35 
Por demostrar que: agi A = 
“5300.5395 
es decir que: (a+c)(a-c)=0 
— — 
=" a 
E: A 
Luego: a Ea id, ae Es es=alr “je | 
3 — 29539393 a Ro RR qd 
pero como [jal| = |lcll => (a+c)(a-c)= |lalfcif = JaffAlalf = 


—+ E À 
En consecuencia asas E Qu sa c 
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— -—s — E À 
Demostrar que si los vectores a y b no son paralelos la igualdad ra+sb=o0O, implica 


quer=s=0. 
Solución 


—- 2 


55 
Por hipótesis tenemos que: ra+sb=0 donde a,b son vectores no paralelos. 


. E» DGE 2 — s> — s 
Suponiendo que r£0 = a+-—b=0. Luego a=-—b=kb, donde k=-—: como 
r r r 


— - — 3 > 


a=kb, esto significa que a y b son paralelos (a//b) lo cual contradice a la 


505 


hipótesis, por lo tanto r = O. Suponiendo que s * O se tiene La+b=0 de donde 
s 


p=-Pa=ka,donde b=-", 
s Ss 


E À o — > 
Como b=ka esto significa que a y b son paralelos lo cual contradice a la hipótesis, 


por tanto s = 0. 


>> 
Demostrar que si a. b son dos vectores cuyas direcciones se cortan, entonces la igualdad 


—- - - —- 
vectorial 0, a+B, b=0, a+, b. implica que q, =0,: Bi=B,. 


Solución 


— — —- 


Por hipótesis se tiene que los vectores a y b se cortan, entonces los vectores a 


— —, > => — 
y b no son paralelos; como q a+ 8, b = a, a+ 8; b . entonces: 


o > 
(0 -a,)a+(B,-B,)b = 0 (por el ejercicio 18). Se tiene: q,-a,=0 y B-B,=0, 


de donde se tiene: 0, =0,; Bj=B,. 


Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio. 


Solución 
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A É B 
Consideremos el paralelogramo OABC 
cuyas diagonales se cortan en el punto P, a Ed 
además en la gráfica se observa que: 
D ES Cc 
b 


3 —s3. Ss a A À 


— ——s —s > 
i) a+ AC =b entonces AC=b-a y AP=r AC o AP=r(b-a), reR 


—s —s 
puesto que AP y AC son paralelos. 


> 53.5 — ———s —s > — 
ii) OB=a+b y OP=s.OB o OP=s(a+b), se R puestoque OP y 
— —s 
OB son paralelos. 
32 .—S —— 
li) a= OP- AP reemplazando 1), ii) en iii) se tiene: 
> 535 5 > 5 — — — 
a=s(a+b)-r(b-a), de donde a=(s+r)a+(s—r)b 
— —- 
comoa y b no son paralelos y de acuerdo al (ejercicio 19) se tiene que: 
al 
s+r=1 or 2 
entonces por lo tanto: 
s—r=0 l 
r=— 
2 
-—, = po == MS 
OP =s OB a » AP =r. AC Ras 
con lo que se afirma que P es el punto medio de las diagonales. 
(21) En un triángulo cualquiera, demostrar que existe otro triángulo cuyos lados son iguales y 


paralelos del primero. 
Solución 
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“35 


E 
La condición para que tres vectores a,b,c formen un triángulo es: a+ b+ 





Figura (1) 
Figura (2) 
— | da 
En la figura (2) se tiene: d= E lá c) 
a 4 | = Fe 
e=—(a+ 
2 ) 
> | sao 
f= ES (oa a) Sumando se tiene: 
“33 25393 — 


Luego d+e+f =0 cumple la condición de formar un triángulo. 


Demostrar vectorialmente que: si el cuadrado de la longitud de un lado de un triângulo es 
igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados entonces el 
triángulo es un triángulo rectángulo. 


Solución 


“Rino a 
Se sabe que: |lalf+Iblf=Icll 


Y como la trayectoria es cerrada entonces 


39539533 3 > 3 
a+b+c=O.pero a+b=-c. 


292395 > > 
(a+rbMa+b)=(-cX-c) 
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is = E Ad Epica a >> cas E a À 
lalf+]blf+a.b=|clí de donde || clf+2a.b=||c | entonces a.b=0 porlo 


- 53 —- - 
tanto a lb; como a y b son ortogonales, por consiguiente el triângulo es un 


triángulo rectángulo. 


Demostrar vectorialmente que en un triángulo isósceles hay dos medianas de igual 


medida. 
Solución 
o - 
Sabemos por hipótesis que: ||a ||=|| b |] por ser triángulo isósceles: 
= B 
E , A LO 
además del gráfico se tiene: V = 7 +b 
por definición de suma de vectores E a 
— 
RD am 
u=a+—, por definición de suma de vectores. 
E 
- > 
Luego demostraremos que: |jv|l=]]u || 
>, É - a |? “> Ze - - 
de a ii E lall=1>1] 
a IÊ 
— —- — 
entonces: || v p= Sade, a.b e. (1) 
b o Iê 
Wu |P=] A iss If Ha ba emo || a =] bl 
é 2 
> A) 
e E o) 
ad 2 > 5 ih = 
al comparar (1) y (2) se tiene: Ivil=Jul" > vl=]o] 


por lo tanto las dos medianas de un triángulo isósceles, sus medidas son iguales. 
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6) 


Demostrar que si las magnitudes de la suma y la diferencia de dos vectores son iguales, 
entonces los vectores son perpendiculares. 
Solución 


> > 
Consideremos dos vectores a y b, entonces por condición del problema se tiene: 


o + 
la+blj=|| a- 6 ||, de donde se tiene: 
E) a À 
a+b|f=|| a- b||”, desarrollando tenemos: 


—- A 3 2 > —- 5 E 3 
lalf+lblf+2a.b=|alf+| bl -2a.b, simplificando 


+43 > > 


4a.b=0 = a. Es O, esto indica que los vectores a y b son perpendiculares. 


Demostrar que si la suma y la diferencia de dos vectores son perpendiculares, entonces 
los vectores tienen magnitudes iguales. 


Solución 


> —- 
Consideremos dos vectores a y b de tal manera que: 


E A À A o e) 

a+b 1 o b = (a+b)(a-b)=0, desarrollando el producto escalar se tiene: 
his bd quad —s 2 > 2 — 2 —s —s 
lalf-a.b+b.a-|blf=0 = [alf=]|b ff entonces Ia |j=|| b|| 


>> Ed 
Sumar gráficamente y analíticamente los vectores A,B y € que se muestran en la figura 


B 
4 
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Solución 
> > 
Analíticamente: 4=(3,0), B=(0.4) 
4 
tga = - =1.73 >» 0q=53º 


C, =12sen53º=9.58 


C,=12cos(180º- 53º) = —7.22 





9 555 


Como R=A4A+B+C=(-4.22,13.58) 


IRIl= 4227? + (13.58)? = 14.22 


> —s — > — —- 
Sea u=2i-3j y v=-i+2j. Encuentre un vector unitario en la misma dirección 
5 > 
que u+v. 


Solución 
> > > -— — 
u=2i-3j=(2.-3) y v=-i+2j=(-1.2) 


Di  squenclde (2-1,-3+D=(L-D= k > k l= Ro) 


> > 
Sea m el vector unitario en la misma dirección que el vector k =(1,-1) es decir 
E = 1 I 
EA 
pr 2 2 2 


393 5 > 


Solución 


=> — —- > 5 
-b sonunitarios = |lalj=|/b ||=|la+b||=1 
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+ o > 
Como |la+b|l=1 = I|ja+bI|f=1?, desarrollando 
— 55 — > > 
lalf+2a.b+|lb|f=1 dedonde 1+2a.b+1=1 entonces 2a.b=- 
55 > — >> 5 
la-blP=halP+b|P-2Za.b=1+1+1=3 . Ja-bt=3 


-—) 
(9) En la figura adjunta determinar el vector v. 





Solución 


1 


Ei 
“2 "2 


S|- 


» Salsa 
eso =Mbl. 5 > pbi=vijat=5/2=46 
pal 


bb ut= Joc) = (VE) 


+= pedem die nada . Dei gd 
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(30) En la figura adjunta determinar AC sabiendo que || AB = 13, IBC -545 R 





Solución 


Ss 
v 


vil 
|» = 22+€ =Ji66=4D=WB 


donde 





Es 
Calculando el vector unitario uy = 








” 
So cu MD.) 3 Ré! 3 2 
uy = =" ==(=,—=) = us—= MESSI) 
>, AB p já 
uaB = -» AB=| ABllu AB = V3(—==,—==) = (2,3) 
== AB |luz5 TEME. 
|| 48 || 
—s 
ia BE 108 3 2 
ul=DD. 5 BC=|BC|u!= =5 AM) = G 3) 
E a vi3 VI3 
[BC] 
>>. —S3  —s 9 5 , —> 5 
RG ABA RE ço, Sat sub (=— O) a AC=(-5.6) 


ao 
(1) En la figura adjunta determinar las componentes del vector v 
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5 > 
Como a es un vector de posición entonces a =(-—1,2) 


= 
Calculando el vector unitario en la dirección del vector a 





= b > EAR a > > 
us=—— = b=lbllui como Jal=bl=vs 
61) 
aii 
por ser un triangulo isósceles se tiene: b= J5 ao li = (2,1) 


5" 5 


de ER (-1+2,.2+D=(1,3) do vE(lS) 
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Demostrar que si G es el centro de gravedad del triângulo de vértices A, By €, entonces 
G= (A +B+0). C 


Solución 


Se conoce que el centro de gravedad de 
un triángulo, es el punto de intersección 


de sus medianas. 





—s  —s ———s 
En este caso las medianas son: AA4', BB' y CC' (ver gráfico) 


—s ==> 
además mediante el ejercicio (14) se tiene: C'A'= E AC esaf) 


— —» ss —s — —» ——s ——s 
por otra parte AG =r GA' = r(GC'+C'A) de donde AG = r(GC'+C' A) ses(2) 


—s o d) == 

ahora reemplazando (2) en (1) obteniéndose: AG =r(GC é AC) ... (3) 

>. —S3  —s 

porotro lado:  AG= AC+CG ... (4) 
—s —s 

pero CG =tGC' «ae 1(5) 

SS... —S 
reemplazando (5) en (4) se tiene: AG = AC+1GC' ... (6) 


igualando (3) y (6) se tiene: 
a —s. —S ——& r —s 
ds AC)= AC+HIGC' > a AC =0 


E: a . E 
pero como GC' y AC son no nulos y ni paralelos, entonces por el ejercicio (19) 


setiene: r-t=0 y 5r-1=0 de donde r=t=2. 
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—s —» 
Luego AG=2GA = G-A=2A'-2G dedonde 3G= A+24' ces (7) 
E , B+C 
Como A' es un punto medio de B y € entonces A'= 3 ... (8) 
, B+C l 
ahora reemplazando (8) en (7) se tiene 3G = A+ 2X ) ) as U= qtA +B+C) 


(3) Si G es el centro de gravedad del triângulo de vértices A, B, C demostrar que: 
>» .—S3 .—s. 5 


GA+ GB+GC =0. 
Solución 


Mediante el ejercicio (32) el centro de gravedad del AABC es: 


G=5(A+B+0) de donde 3G=A+B+C ... (1) 
GA+GB+GC=A-G+B-G+C-G=A+B+C-3G ee. (2) 


>> —s3. .—sa 
ahora reemplazamos (1) en (2) y se obtiene: GA+ GB+GC =3G6-3G=0 


-——3 —>3 ——3 5 


GA+ GB+ GC =0 


(34) Dado un paralelogramo de vértices los punto A, B, C y D. Si M es el punto medio de 


—» ——» 
CD yPestáen AM a - de la distancia de A a P, demostrar vectorialmente que: 


——s ——» 
BP =-— BD 
3 
Solución 
De las condiciones del problema se tiene: D M C 
= 25 edil | 
AP =—AM, DM =— DC 
3 2 
A B 


-—& == 
de donde DM = 5 CD 
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e 
por demostrar BP = 3 BD , de donde: 
= E DS Ed PRE 
BP = BA+ AP = ci = CD AR 
——s 


os cem D 


BP- cD+S(BC—+ CD)= CD+2 áBc- SO 
—s —s —s» —s — 
-2CD+2 BC =2(BC+ CD)=2 BD 
ii 3 3 
2 
por lo tanto: BP “E BD 


Deducir la ley de los cósenos en un triángulo empleando producto escalar. 


Solución 


CAR e 
Se conoce que: || Al/=A.A 


D+ 


— 2 > 5 32 53 53 35 
| c|fÉ=]] 4+ B]- (4+ B)(A+B) 


Pb 


39539 3935399595 395 > 3 3 =, 
=A.A+A.B+B.A+B.B=I||AlP+24.B+||BIP 


cia E Ed e) - —+ 
Icl/=|Alé + BlÉ+2] AllBilcosa, donde «= <(A,B) 


Un automóvil recorre 5 km. hacia el norte, luego 8 km. hacia el noreste; representar 
gráficamente y hallar la resultante del recorrido. 


Solución 


—s» 


OA =a (representa el desplazamiento 


de 5 km. hacia el norte). 


>. 5 
AB =b (representa el desplazamiento 


de 8 km. hacia el noreste). 
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—s Ss 25 5 
OB =c (representa a la resultante del recorrido, es decir: c=a+b. 
95903 
En el triângulo OAB los lados son los vectores a,b y c cuyas longitudes son: 
> > > 
lall=5. bll=8.Icl=? 
E 
para determinar la longitud de c , aplicamos la ley del coseno, es decir: 
> 2 - 2 > 2 —- — 
Ie lÉ=]a É + 6 É —2]a db llcoso. 
> 32 > 
|| c |É =89-80cos6 , de modo que 6 es el ángulo comprendido entre a, b cuyo valor es: 


09+90º+45º => 60 = 135º (ver gráfico) 


2 


E 
cos6 = cos135º = — E Luego reemplazando se tiene: || c |P= so-s0-22) =89+40/2 


l > 
- cll=V89+40/2 kms. 


(7) A qué distancia del punto de partida se encuentra una persona que recorrió 5 m. hacia el 
sur-oeste, 10 m. hacia el norte y 8 m. hacia el este 30º norte. 


Solución 


Representaremos por: 
—s> 5 
OA =a el desplazamiento de 5 m. 


pi 
hacia el sur-oeste Ia ||=5 m. 


>. 3 
AB =b el desplazamiento de 10 m. 





= 
hacia elnorte || b ||=10 m. 
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—s 
BC =c el desplazamiento de 8 mis. hacia el sur-oeste 


> —s 
Este 30º norte; || c|l=8m., OC =d el desplazamiento resultante, es decir: 
- > 
c, ahora determinaremos |jd |j=? 
> 9535 
como ||d ||=||a+b+ ||, entonces elevamos al cuadrado 
de a ia te 995395595 
lalf=Jalf+Iblf+clf+2a.b+a.c+b.c) 
35 35 —- > 
como 86=< (a,b)=135º entonces a.b=|jalllblcos135º =-25/2 
>> 
también «= (b.c)=60º entonces 
>> > 
b.c=||blllc |cos60º = 40 


>> 
B=A4(a,c)=45º+90º+30º = 165º, entonces 





>> — > 
a.c=Ija ll c ||cos165º = 40(-cos15º) 


RR = am 25 06) - 100/2+V6) 60º 40º 


ld |Ê=25+100+64+2(-25/2 +40-10(V2 + /6)) = 189702 +80-20,/6 


Id ||=269-70/2 - 206 


En la figura propuesta, es un cuadrado de lado “a”. Hallar el valor del ángulo 0, siP y T 


son los puntos medio de los lados del cuadrado. 


Solución 


Vectores Bidimensional 745 


>. —s 


Sean OT y OP los vectores que forman el Y 


ángulo 6, como T, P son puntos medios de la 


figura entonces: TG.0) y Pla) de modo 


BE a ZARA 
que: OP it) y OT o + entonces: 





X 
AD As A a 
—S —s 
e pero OP.OT 2,2. -q? 
—> .  —s 2 2 
hor Ilor | 
—s, —s 
además || OP || So ylorl Sa , reemplazando en la relación 
dê 
4 
cos0 =—=——— —— = S > cos8=— ams Bi= retos) 
EDER 5 5 
Ea oh 


Demostrar que el segmento de recta que une los puntos medios de los lados no paralelos 
de un trapecio es paralelo a las bases, y su longitud es igual a la mitad de la suma de las 
longitudes de las bases. 

Solución 


DA=2MA => A-D=2A - 2M 


2M=A+D > M="50 ce. (1) E NO 





> —S 
2 PB=DB => 2B-2P=B-D D 

| 
2P=B+D > di cani(B) 


—s —s 
E nd = Coican-ã = pe E 
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FE l l l 1—=> 
pero MP=P-M=-(B+D)-(A+D)=-(B-A)=— AB 


==) Ju ==> 
| MP ||= a) AB || ... (4) 


A l l l li 
PN=N-P=-(B+C)-—(B+D)=-(C-D)=— DC 
3 ) 7 ) z ) 3 


— —s = 
EM p=), 26 |] ... (5) 
sumando (4) y (5) se tiene: IMP |+| PN || EM AB +51 DC || 


——— lis — 
MN l=5dl AB ||+]| DC |) 


— > — - > 
Sean a y b dos vectores no nulos tales que ||all=||b|j=m siel ángulo entre a y 


E 
b es de = radianes y la norma de su diferencia es 2 — m. Hallar m. 


Solución 
x 3a>5> 
Como —=&4(a,b) entonces: 
3 => > + 
ES a a-b 
> - 
cosT=—EE como |all=|lb|jl=m 
ha lb 1) A 
o 
b 
1 ma >> m 
a. 
->—— > ab=— RR (| 
; ; 5 a) 


55 do a 4 
además |la-b||=2-m > Ila-blf=(Q-m) 


> o 9590595 — > 
lalf+Ilbif-2a.b-22.b =4-4m+mº, reemplazando ||a Il=||b |l=m 


2 


m+m-m =4-4m+m > 4-4m=0 dedonde m=1 
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(3) 


Un sólido de 100 N. de peso depende del centro de una cuerda (como se observa en la 
figura). 





Determinar la tensión T en la cuerda. 





Solución 
— - 
Por hipótesis se tiene: Ilall=llbl=7 
- > 
así mismo sabemos que: ||wll=|l-w||=100 N. 
+ > 
además a+b=-w 
9 á — 5 - — -— 
lla+b P=||-wlÊ=100* = |alÊ+[bIÉ+2]a lb |lcos120º=100? 


325 
donde £ (a,b)=120º entonces TE+Tê +27 D=100º 


T?=100º => T=100N 


- — > 533 > 
Dados los vectores unitarios a,b y c que satisfacen a+b+c=0, calcular 


9599395935 


a.b+b.cta.c 
Solución 


> > > 
Por hipótesis se tiene: Ia l=|lbl=cll=1 


= = =Y 3 => => gaba 
Yademás a+b+c=0 > |ja+b+cI|f=0, entonces: 
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id > sui 939399995 
lall+blf+cif+Ma.b+b.cra.c)=0 
a, 

2923959995 


ibiia e. PE a e O de donde ne b+b.ct+a. Ea. 


> > x > 
Los vectores a y b forman un ângulo A además sabemos que: |alj=3. 


5º > 
a 


=) 
|| b ||=1, calcular el ángulo 6 formado por los vectores p= 


— 953 
+byqg=-a-b. 


Solución 


£ (a, b)=a=o, y £(p.9)=0 


a.b=|a || b|cos30º=— 





— 


de donde a.b -5 


cosg =-—E?.., donde Wpll=lla+b|l y ligll=[2-5 


> 


ATE 


— > — >> 3 — 
lplP=a lê +bIP +22.b=3++H5)=4+3=7 > Ilpl=V7 


> 2 a > 2 33 3 E) 
Ig É=Ia É +16] AD RS RR lg ll=1 


pq (arba-b)  Ialê-IbI 

o em (a+b)(a—-b) -— Wall - 
Tra" a 
lpllagl la+blla-bl Ja+blla-bl 


> = arciúuitdõs 


7 
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> > 
Dado el vector a =(-3,4), encontrar otro vector b, tal que sea perpendicular al vector 


—+, 
a y que su módulo sea 10. 
Selación 


a - 
Sea b=(x)) > lbl=J7+y=10 =» x?+y?=100 


>> >> 
Por otro lado se tiene que a 1b entonces a.b=0 


(3)0x.9))=0 = <3x+44y=0 


Ria DA 
Luego cobaia é resolviendo el sistema se tiene x = +8, y = t6  entonces 
-3x+4y=0 
Ps 
b =(+8,+6) 
A > ado 4 * 73 % 
Dados los vectores a =(a,,a;), b o - Hallar a, -aç,si Jal a é: sia y 


ER 
b tienen direcciones opuestas. 


Solución 


> -s 
Como a y b tienen direcciones opuestas entonces 3 À < 0, tal que 


a | 4,.ÀA 44 A MA 
a=Ab de donde: (asa )= 4 D+ a = E q = 3 


& 2 2 
como 1-2 => Ed a Roo = L=t2 
3 4 9 9 





5 


> 
como a y b tienen direcciones opuestas => À =-2 


Luego a =(a,a)=(-15) > a=-, Rod 


1 
Porlo tanto a,-a; =5=(-1) Rs 
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— > >> 
Ena figura setiene ||a l|=6, |bl|l=8 Haliar a.b 


b 
60º a 
Solución 
> > 
El ángulo formado entre los vectores a y b es 
60º 
a 595 q 
E ! 
120º=« (a,b) = cost20=-—E:b À E eu 
la foh y 
>> —+ — ] 
de donde: a.b=l|a ||l|b || cos120º = 5 16X8) =-24 


Solución 


Sea 0=£4(a,b) > cos8=-————., de donde 


ada 3124243 -603+23 3 1 
V12+49+3 um? » wa, 2 


como cos =—— = O = 120º 


95955 -—» —+ = 
Si A+B+C=0 y A=|Al=3, B=||B|=5. C=|lC|=7. Determine el ángulo que 


> > 
forma 4 y B. B 
Sobación LO 
>> y 
Sea «= (4,B)=180º-8, ahora por la ley de los cósenos: Ex É 
A 


Eira > 2 > 2 E 
cf =] AlÉ + BIÉ 2] A] Bl cosé 
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49=34 — 30 cos 6 de donde cos6 = E > '0=120º 


Luego o. = 180º - 0 = 180º - 120º = 60º + a=á(A,B)=60º 


s > 

Los vectores a y b tienen igual longitud y forman un ángulo de á si la longitud de 
> > 
a+b es 4 unidades mayor que la longitud que uno de ellos. Hallar || a |]. 


Solución 


À — >> x E A À 
Datos del problema: |ja |l=||b||=x; “(a b)=5: la+bl=x+4 


nm 


, > x 35 - - rx x Ee x 
Si x(ab)=— > ab=lalijbicos—=— 5 a.b=— so (1 
(a b)=5 a fill a: S (1) 


> =” > 2 > 2 >> 2 
la+b|P=0+9º > Jalf+lblf+a.b=x?+8x+16 se (B) 


reemplazando (1) en (2) se tiene: x -4x-8=0, de donde 


x -4x=8 >» (x-2)=12 » x-2=+2/3 
x=24+2V3 dedonde x=2+23 porlotanto ||a||=2+2,43 


> - A 
Enlafigura: a+b=(-03,3.si lall=m y ljbl=n. Hallarm+n 





Solución 
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25 
El vector a =(a,,a,) se expresa en la forma: 


m V3m 


a=(Ila ||cos60º, || a ||sen 60º) = E 


2 ) 
ns 
de igual forma para el vector b=(b,,b,) 


3n n 


b=(-||b ||cos30º, || b || sen309= CA 


m Bm, 3 


+b = Ge rea = (3,3), de donde 


resolviendo el sistema se tiene: n=3, m= J3 
3m n 


2 2 


Luego: m+n=3+43 


> 39393959 
1) La presente figura es un hexágono regular de lado “a”. Si s=a+b+c+d . Calcular 
— 
Is |. 
po —po 
d ss: c 
Solución 


Ubiquemos la figura en un sistema de coordenadas. 
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— a), B(—,— a), CQa0), DM—,-— a), E(—,— 


a N3 3a J3 3a J3 a as 
A(—,— a) E — a) 
22 2 2 7) $) 2 


“595º 3 
Calculando los vectores a,b,c y d se tiene: 


> —s > —s 

Fe DD -D-o-(2- By, Dem-po- (EB, 
:" ! 2 

> .—s > .—s 

= Bco) » d=AO 0-A=(8 a) 


E 


9 
s=a+b+c+d=(29,0) > [81224 


Demostrar que si dos vectores tienen la misma magnitud M y hacen un ángulo 6, su suma 


tiene una magnitud s=2M cos(ã) y su diferencia D=2M sentã) É 


Solución 


> 


Sean A y B dos vectores tal que: 


> > > 
A=|al=ilBll=M y 06=<(A.B) 





A > 2 — 2 >> 
e AD & qe WS ll= lAlf +IBIf+2A.B 
> — > > Z Z p) 
s=VIAlf +IBIP +2] AI Blcoso =JM2+M? +2M? cos6 
9 
=V2M VI+cos6 = (2M 2 cod =2M cost E ida 


NOTA.- Como cos” == = is cd É = I+cos6 =. fpcosd 


— 5 
en forma similar para D=A-B 
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— 2 as 53 > a — 2 —- —» 
D=|DI=v]AIP +IBI? -24.8=vJAI? +|B|? 2] ATI Bllcose 


=VM?+M? -2M"” cos6 = V2M NI-cos6 = Jam V2sen5 
D=2M sento) 


NOTA.- sen? É = 1 cOsê = Vi=cos0 = Visen5 


0 ——s 
Sea ABCD un rectángulo tal que 2 AB = AD y sean E y F puntos medios de los lados 


——s ——s 9 .—S3. —S —s 
BC y DC, respectivamente. Sí M= AE+ AC+ AF . Hallar el valor de: 


—+ 


comp” + comp?M 


AB AD 
Solución 
De los datos del problema el gráfico es: 
29 .——S53. —S3. —s 
Como M = AE+ AC+ AF Er 
———+ sa — 5 pa 
Calculamos los vectores: AE. AC y AF AL—— 2a ———D 
— —+ -—» a 
AE =(a,a), AC =(Q2a,a), AF as c(2) 


Ahora reemplazamos (2) en (1) se tiene: 


M = AE+ AC+ AF =(2,0)-+ (28, qndo, nat aaa) Êo) 


——)  —s > 
también calculamos AB, AD y 2M 


AB =(0,0); AD =(29,0); 2M =(100,54) 
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4 M.AB 5a 
comp == 
ar E 

“ [Ab] 


compl ="""D— =—>-——————— =10 
E — 2a 
I| AD || 
comp”. + comp”. = sa +10a = Em 
AB AB 2 


—s 
(54) En la figura, calcular FD. 





Solución 


=p 
Del gráfico se tiene || FG |=4 


—s 


——s 3  —s 
| GD||=3 además FD=FG+GD |...) 


—» 
calculando FG : 





x ——s 

— 

como OP =(12,5) dedonde U = a = So 
E 
o jorl| 


> —- 
a. FG = 3 fo 
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Luego FG=| FG|U sd, set) 
= Bs Cpm 
ahora calculamos GD: Ui, = NM» =(-—,— 
GD OP 13 13 


como GD =|| GD lu ace Lo, (18 ás ... (3) 
= vB 13 


reemplazando (2), (3) en (1) se tiene: 


—— > —s 
FD= Fo+GD (ED = (É, id, DRA (E qe 
PO BE Hi 13'13 


(55) — Dado el gráfico ABC donde <A =120º, | AB ||=4 y | AC ||=7 


—— — 


a) Graficar el triângulo ABC. b) Hallar comp ae y comp is 
BC BC 
Solución 






B B 
II AB || = 4 





ed, 


OTA quitar É 
——s, ——s, = — 
Las coordenadas de AB =(-|| AB || cos60º, || AB ||sen 609)=(-2,243) y AC =(7,0). 


BC = AC- AB =(1,0)-(-2.203)= (9,213) = || BC|=VBI*I2=53 


pr AB.BC (-2,2/3)49,-245) -18- Es Mim 


comp ., Da Pee Jo3 E Jos “Oo 31 
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ri AC.BC 049,23) 63-0 2 yos 


com —— e mem to “Dê Aa A 
Po JO JS. 


IBC 


En la figura M es un punto, tal que el área del triângulo A es 3 veces el área del triângulo 


ps 
B. Hallar || p|). 





Solución 


Del grafico dado se tiene: P,(-6,0) y P,(0,8) 


Por condición del problema se tiene: área A = 3 área B entonces = 3=r siendo r la 


razón o relación entre las áreas; si M(x,y) es un punto que divide al segmento Pa P, 
entonces se tiene: 


E OA Da 3 
l+r 1+3 4 2 Es a 
PR O 0+38) 24 y=6 
l+r 1+3 4 
Luego Ms. 6) E ds OM = ER 09 > HPl= +36 = NOÉ di 


= 
(57) Hallar la proyección del vector a =(7,12) sobre el vector b =0,4). 





Solución 
39 
o > 
Por definición se tiene proyê = -b 


ay 


 APGIR 
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:  (7,1243,-4) 21-48 a? 
A HO O (3,4) = 3d) == (8, 4 
= amp GUS Gbdice det) 


-—-+ 


27 
E oyi =-(3,-4 
pr > 254 ) 


Dados los puntos A(-1,3), B(5,6) y C(7,5); si P divide al segmento AB en la razón 


——  — =—— =— 
AP: PB =2, hallar la proyección del vector AP sobre el vector BC 


Solución 


| 


Sea P(x,y), ss — =2 =» AP =2 PB 
PB 


1=10-2 =3 
G+Lly-D)=25-x,6-y) & E ú = e 


Edsideos y=5 
Hhgo His SAP = PLS (as) (A, UI) 


BC=C-B=(1,5)-(5,6) = (2,1) 


7» . APDO né DEU 


Entonces proyê, = (2-D= Sm) 


e aa! Va+ 1? 
poe O EST 
+ 6 
proy? =—(2,-1) 
ar 5 
> 32 35 Ed Ss A À 
Los lados de un triángulo son a, b, a-b si llal=6. |bll=2 y lla-bl=5, 
calcular comp? — compl 
b a 
Solución 


E Ad — — > 5 
la-bif=5º > ljaf+b|P-2a.b=25 
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35 = a) 
36+4-2a.b=25 > ab=— 


2 


ta 


= 


a.b ab 15, 15 J5BRIOTS 


compê -compl="" DT =D. "20 =D => 


b - 2 4 12 04 aa 
“bl al 


> 


comp? — comp! = 
b a 


[NTEZ) 


—, 
Encontrar el vector DE de la figura adjunta. 





Ae-—-——15-——— 


Solución 


3 E. 4 ——s 
Sea u el vector unitario en la dirección del vector OB pero del gráfico se tiene B(-15,8) 
“*—s» 


. — 
yporser OB un vector de posición entonces OB = (—15,8), luego el vector unitario. 


Vire - OB | (-15,8) (-15,8) — I5 8 








= A 
MoBl 

15 8 et 8 15 

como mae EM mes SS E 

Es 17 “7 oB 7 17 


por otra parte del triângulo DCE se tendría. 


DÊ = Buog+6-ui)= 8B(— 5 8, q 8 o, 


17/17 7 = 17 
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RC TINTIARS TN A ANTA 
. DE=(- 12,188 
17 17 
8.33. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 
(1) Sea & (2,1), b =(3,-3) una flecha que representa al vector 2a=db tiene su punto 


terminal en (5,5). Hallar el punto inicial. Rpta. (13,-5)' 


- — 


2) Sí a=(2x-3y, 4x-y), b=(2,-3). Hallar los valores de xe y para que a=5b. 
Rpta. x =-1, y=-4 


b 


A ES j x 
(3) Encontrar el valor de M = 5x — 8y sí » donde a =(3x-y+1, —-2x+)) y 


b=(x-33+3, x+5y-1) Rpta. M=31- 


(4) Dados los vectores a=(3x-5, x-2y+2) y b=(x:y-2, 3-2y) - Hallar x e 


- rd 9 
y de modo que 3a =4b. Rpta. x=.5, s=5 


E) qr GAS ; 
(5) El vector a cuyo origen es el punto À y cuyo extremo es el punto B. Expresar al vector 
— 


- > > é é 
a en la forma a=ai+a, j, sabiendo que las coordenadas de A,B se dan a 


continuación. 
D ACI?) . B34) A AZ). + B(-7,542) 
ii) A(O0) . B(3,7) iv) AOS) , B(6,-1) 


> > 152 3 4 E] d 2 = 
Rpta. à) 10i+2j di) D+) DD 3/-7j iv) -6i-6j 
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(o) 


O) 


> = — 


> E A À 
El vector c =(2,-1) es expresado como c=a+b, donde los vectores a y b son 


- > 
paralelos a x =(3m,4m) e y=(-3n,-n) respectivamente, además m = 0, nx O. Hallar 
> 


a-b. Rpta. a-b=-S(48,31) 


Desde el punto A(0,1) se ha trazado un segmento hasta el punto B(-4,3), hasta que punto 
es necesario prolongarlo en la misma dirección para que se triplique su longitud. 


Rpta. (-12,7) 


ER 
Hallar el vector x en las siguientes ecuaciones: 


D 343)427=80-2)+0x Rpta. x (5.5) 
à 5, De MAS) di =D * Rpta x= (5.2) 
ii) X0,-2)+2x-5(,3)= (3,55) Rpta. x=(1,-8) 
iv) 3x-(8-2)=6(7,0) Rota! Go (020 


Muestre analíticamente y gráficamente que existen números r y s, que satisfacen 
> Ed = 
c=ra+sb, donde: 

- 


» a=6: Bea Bio” 1 s=0m; PednvTIo) 


— À 
Sia=(x)y) y b= (24) tienen direcciones opuestas y $ + y? =25. Hallar y — x. 


Rpta. 345 


> — 
Si a=(-2,1), b=(3,-2) dos vectores no colineales (direcciones diferentes) y 


> > - 


> > - 
r=2i-4 j es otro vector. Hallar los escalares k y m de modo que r =kat+mb. 


Rpta. k=8, m=6 
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Se dan tres vectores a =(3,-1D), b=(1,-2), c =(-1,7). Determinar la descomposición 
del vector eiaui b+c enla base a y pa Rpta. p=2a-3bh 

> = > 
Dado tres vectores en el plano a =(3,-2), b=(-21) y c=(7,-4). Determinar la 


descomposición de cada uno de los vectores con relación a los otros dos. 


E À id | id 


Rpta. Pp ad b=sa-—e, c=a- 2b 


—» — — 
Si a=(4x,x-3) y b=(2, x+3). Determinar los valores de x tales que a sea 


= 
perpendicular a b . Rpta. x=1 0 x=-9 

Rd > À À 
Si a y b son vectores no paralelos tales que: c=(m+n-Da+(m+n)b, 
> 


- - — + 
d=(m-n)a+(2m-n+)b. Hallar myn talque c=3d. 


2 
psi: Bs, pal 
do ME 


> - > > FARA E A 
Sean a=cosi+senô j y b=cos(8 + i+sen(6 tra) j dos vectores. Demostrar que 


Rd 


Er 
a y b son ortogonales. 


Dados los vértices consecutivos de un paralelogramo A(7.-1), B(-3,1) y €(-5,5). 


Determinar el cuarto vértice D y la longitud de la diagonal BD. 


Rpta. D(5,3) , || BD |-2V17 


—» 
Dados los puntos A(2,1), B(3,2) y C(-4,-1). Hallar la longitud de BD sabiendo que el 


—s  —s ——s 
punto D está definido por la relación DC = AB.  Rpta. || BD||=10 


> > 
Hallar un vector c cuya magnitud es igual a la del vecior a =(4,-3) y cuya dirección es 


5 543 


la misma que la del vector b = aa. Rpta. c= G dé, 
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és 


O O OO S) 


O O 


-—+ + 
Dados los vectores a =(-5,2) y b=(3,-4). Hallar un vector unitario de sentido opuesto 


5º. 


a 
alvector a-b. Rpta. ua-b = Go) 


A) o => E A À — —, > — 

Los vectores a, b y c de-Y, cumplenque: 2a-3b=c y 3a-2b=5c siendo a 
-+ — > 2 

un vector unitario, calcular la norma de b-— € . Rpta. |b-cl E 


Rd 


— o E) > 
Sean a y b vectores de V, tales que b es el ph inad de a. Si b tiene el mimo 


E A À 


sentido que el vector c = Co —) y la norma de E es 5. Hallar el vector pre 2b+a 


Rpta. x=(4,-3) 


5 — 


Sean a,b y c vectores diferentes, mostrar con un ejemplo que si se cumple 


95 35 > 0. 


a.b=a.c,no se puede afirmar que b =c. 


Hallar un vector que tenga la misma magnitud del vector que va de A(-2,3) a B(-5,4) y 


-—) 
que tenga el sentido opuesto al vector que va de S(9,-1) a T(12,-7). Rpta.a = J2(-1,2) 


Sean a=(2,-3), b=(-2) y c =(3,2). Hallar un vector unitario ortogonal al vector 


v=5a-Xíb+c). Rpta. us. = 


> > > — —, > 
Pruébese que: si c*0 ysia y b son paralelos al vector c,entonces a y b son 


paralelos. 
> > 5 


Demostrar que si a+b y a-b son ortogonales sí y sólosí |Ja ais =| : 1 


> — o > 
Sia y b son vectores no nulos ni paralelos. Demostrar que x a + b = O implica que 
a=B=0. 


=. = = 


Pruébese que sí: d= Eai ysi É es paralelos a a entonces d es paralelo a a siy 


= 
sólo si c es paralelo a a : 


fa 
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> - 


= 
Hallar la longitud de la suma de los vectores unitarios u y vsi u tiene la misma 


E E E E E E 3 
dirección que a =(4,-3) y v tiene la dirección opuesta de b =(-5,0). Rpta. SVO 


St a=(-3,5), b=(2,-3). Hallar la longitud del vector c sí: 


à Esq) MRE ca b) bia bjo 
Rpta. à) 2913 i) 5V259 


= 
Hallar un vector v de longitud 63 y que tiene la misma dirección de un vector que 


forma un ángulo de 30º con el sentido positivo del eje X. Rpta. v=(9, +33) 


339 +35 - 
Demostrar que el vector b.(a.c)-c (a.b) es perpendicular al vector a. 


>> 


E 
Ia JP 


> — - 
Demostrar que el vector b- - à es perpendicular al vector a . 





pi = 5 > - > 
Demostrar que si a y b son vectores paralelos en R* entonces [a .b|=|/a |). b||. 


> — 


— > + so — 
Sia y b son vectores tal que a “+b += a+ b. Demuestre que || a ||=|| b||. 


>> 


> 22323 
Pruebe que c es paralelo al vector (bic)ja-tal.c)b 


Sea c=ta+sb, hallar el valor de 5 sí ci(a+b) donde a =(3,5) y b=(2,2). 
$s 


- > 
Dado el vector a =(3,-4), encontrar otro vector b. tal que sea perpendicular al vector 


5 


a y que su módulo sea 10. Rpta. b =(+8,+6) 
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(3) 


É 


> > > e, > > - > 
Halle ul. |2u+3vl): silv|=6y ulv ylos vectores (u+v) y (4u-9v) son 


ortogonales. Rpta. 182,9 


o > 39 5 À 3a 
Si el vector x=(1.18) es expresado como a=x+y, donde x//b, ylc y sí 


b=(-1.4), c =(2m,3m). Hallar el vector x. Rpta. x=(-3,12) 


>. E 4 Ed > > > — > 
Los vectores a, b y c de V,. cumplenque a+2b=c y a-3b=2c.Siendo a un 


> > 
vector unitario. Hallar la norma de b+c. Rpta. ||b+c => 
st a =(a,a), Ja je2 L=4. Hallar à Bpia. at) 
o vir 


> > 
El vector a tiene longitud 5 y el punto de apoyo en (1,-1) encontrar el vector a sila 


as 
abscisa del punto terminal es 4. Rpta. a =(3,+4) 


> — E A À 3 > ab 
Dados los vectores u =(a.—b), v=(2b,c), u+ v =(Ll);si u//v, calcular — 
c 


l 
Rpta. —-— 
a 2 
En la figura adjunto, Si P es tal que el área B(2,10) 
del triángulo APC es el doble del área del P 
—s 
triângulo CPB. Hallar || CP ||. 
2 c(2,2) 
Rpta. 573 A(-4,2) 


Esc 3239 393 5 - 
Si a=(m.2m). blla, a-b=(2m,p) y |a-b||=20 calcular || b || donde m = O 


Rpta. b||=10 
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, -+ > 0 > 
Se tiene los vectores a=rp, b=tg, Av 


ot 


c=(-323) calcular |bl sí 


E) > E] 


c=rp+tq 


o! 


60º 


” 
Rpta. Ilblj=5 


- 


E 4 > —s E) 
Encontrar los vectores a y b tales que a+b 1= (-1,5). a lb es ortogonal a (-5,3), 


a+b es paralelo a (1,-1)y a.b+11=0. Rpta. a=(-3,4), b=(1,-2) 


953535 


: > 395 E À = = 
Si a+b+c+d=0, calcular 2c.d, sabiendo que |a+b||=6, Icl=3, I|dl=4 
11 
Rpta. — 
ã 2 


E) - 
Dados los vectores a, b y p de V,, determinar los números r y s en términos de sus 


E) > 5 
productos escalares de manera tal que el vector p -ra-sb sea perpendicular a los 


E) E) 
vectores a y b simultâneamente. 


Pruebe que en cualquier paralelogramo la suma de los cuadrados de las longitudes de las 
diagonales es igual al doble de la suma de los cuadrados de dos lados adyacentes. 


Deducir la ley de los cosenos en un triângulo empleando el producto escalar. 


——s —s -——» ——» 
Sí PC=3PA y PB =2 PD. En que razón el punto O de intersección de las rectas 


— —s» -—» ——s —s 4 
AB y CD dividea AB y CD? Rpta. -2y -3 
En la figura ABCD es un paralelogramo: E Cc 
— = = — —s» 
AF =D » ED =5 BE 
A E D 


———y -—e — sy 5 
Sí EF =m AD+n AB. MHallar m+n Rpta. E 


Vectores Bidimensional 


767 
Hallar las coordenadas del vector 


E 
—, 
AC de V, del gráfico 


E io 
sí | AC|-10, | AB |-6, 


——s -—> 
WEF |=15y | FBl=8 ” 


F 
26 168 
Rpta. AC= =(-—,— 
a i 17" 17 é 
(57) — Lafigura PQRS es un rombo s 
talque || PQ |l=a P R 
——s» ——s 
Demostrar que: PR.SQ =0 Q 
— = Di: 
Si ABCD es un cuadrilátero y M un punto medio de DC probar que AE E id y 
= => 
DE =-— DB 
3 
: õ M a 
A k 
En la figura adjunta tenemos un cubo y “techo 
una pirâmide regular, todas de arista x, sf: 
+ Ss —3 —S3 Ss —s 
s= DE+ BA+ KC+ HC + FG. G 
- 
- Hallar la norma de s. B 
— 
Rpta. [slj=> H. 
A 
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Si ABCD es un paralelogramo y M es B Cc 
punto medio del segmento AB, hallar 


> 0 — M 


6m-9n si AM =m AC+nMD 
Rpta. 6m-9n=5 A 


E = AD 


En la figura: oc-S0B, A ita EE B 


es punto medio de OA, probar que: OD y 
—s 
BE se coran en O y también: 


> 255 553. 255 3. .—s Ã 


OP=0D. AP=ÍAC y BP = PE O E 


Si ABCDEF, es un hexágono que se C 
muestra en la figura cuyo lado mide 


“x” unidades, determinar: B D 


= Di 
pl aE+2 Cr | 
3 3 


Rpta. ET 
! F 


Dados los punitos P(1,2), Q(2,5), R(5,8), S(9,10) que forman un trapecio, encontrar dos 
—s —s» 
g ' = PS- QR 

puntos M y N sobre las diagonales, si se sabe que: MN TITia e tal como en la 


figura. 


P Ss Rota. MAOS 180 e E, 
Pia. MC 33) 5335 


Vectores Bidimensional 769 


En el triângulo ABC, se tiene B 


—s —s 
3EC= AB, hallar s y 1 sí 


—» 3 —s 


EB =s BA+r BC. 


2 
Rpta. s=—, t=-— Cc 
Pp 5 5 A E 


En el paralelogramo ABCD, M es punto medio de AB. Hallar s y t sí 


>>. —3  —s 


AM =s AC+tDM 
B C 
M 
A 
D Rpta. s=1= E) 
3 
En la figura ABCD es un paralelogramo sí B P C 
——» = — a —» -——» 
cd id y sí BE =mBC+nAP. 
Calcular mn 
Rpta. mn Ei <a 
I6 A D 
B 
ss O dias 
En el triângulo ABC se tiene AM = id Ê 
— ——s —s 
Si BM =r BA+t BC . Hallarr—t 
4 3 
Rpta. r==, t=> 
Pp 7 7 A M c 


Si M y N son puntos de trisección del lado BC del triángulo ABC y 


—s 


AN =m AC+n AB . Calcular — —— 
m n 
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En la figura adjunta OABC es cuadrado, P,Q.R y 
>» —s ——s 
S son puntos medios de los lados OA, AB, BC 


=— es —o —s . 
y €D respectivamente. Hallar || ST + BH || siT 


— 
es punto medio de PQ y H es punto medio de 





——s+ 3 —s 
OR. Rpta. [|ST+BHI|=242 
En el triángulo MPQ, ME es la mediana del lado PQ, demostrar que: 


EA RUE 2-2 ME 21 PO 2 
imP PF +IIMoOIf=2I| ME! E o! 


En la figura consideremos: ||OM ||=12. 


ah ——s —s 
Sí ON =m0M+nOM |. Hallarm+n 


Rpta. fá 





—s. —s e 
Enlafigura TP|jOx, |orP|-8 


—s ——s EE it 
Si OT =mOP+n OP",calcularmyn 


Ba J3—1 
Rpta. m= E ass 8 
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-——& 
(13) Encontrar el vector AB delafigura. y 


(429,460) 


Rpta. AB=— 
B 3 





En la figura, si P es un punto tal que el área del triângulo A es cinco veces el área del 
— —s 
triângulo B. Calcular || OP || 





E) > > 
(15) Dados los vectores a =(x,-3y), b=(2y,—z). Hallarx + y +2z para que a+b =(8,-4) 


> 
yailb. Rpta. x+y+z=8 


> > > 
Dados los vectores a =(x,3y) y b=(-2y,z). Hallar x + z, de modo que a+b =(8,4) 


À 
ysea a//b. Rpta. x+2z=5 
(1) En el hexágono regular ABCDEF, de lado “a”, F A 
E) 
hailar la norma de s, sabiendo que: 
E B 


= O = dli= == 
s=—(AD+-— DE)+-— EB. 
3 2 2 


Rpta. “a D € 


ua 
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3.339 5 3 > 
En la figura. si g = a+ b+ cc, determinar q sabiendo que la segunda componente de q 


= 5 
es cero (asumir sen37º = 2 y llbll=20, ||a ||=102 y que la primera componente de 


= “ 
c es igual a 20. 


o 


X 


- > > = Es — 5 - - 
Se tiene los vectores a =r p, b=tqg. c=(-3,2,3) calcular |bll si c=rp+tq 


Y é 
p 


o 


60º 
X 


> — > A À E A À 
Sean los vectores a y b.talque a=(x,2x), a-b=(2x.y), blifa y el módulo de 


55 - > 
a-b es v112. Hallar || b ||. Rpta. ||b||=27 


— > E AR À > 3 xy 
Consideremos los vectores a =(x,-y), b=(2y,2), a+b=(LID) y a//b . Hallar —. 
Zz 


a 1 
Rpta. —— =-— 
ad Z 2 


fp x = 


- - 1 4 A a > 
Dados los vectores a=(x,)) y b qa y+xsilja Dn ysiayb 


: E: 5 
tienen direcciones opuestas. Rpta. y+x= : 
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8 O 


— - 325 595 > 5 
Dados ||a ||=1, ||b|l=23. ]|a-b||=30.Calcular |a+b|. Rpta. |a+b||=20 


— 5 > - 
Los vectores a y b son perpendiculares entre sí y Ilall=5, ||b||=12, calcular 


> = = 595 55 
la+bll, ha-bl. Rpta. |a+bll=|a-bl|=13 
5.55 5 > > > — 
Sic=a-b,Halarllcll.sillal=4, lbl=5 y a.b=11.5  Rpta. ||cl-8 


5 > 5 5 5 
Los lados de un triângulo son los vectores a,b y a-b sí llall=2, |bll=3 y 
& 
a 


> 3 > 5 5 
a ço la-6]| Rpta. ||a-bl||=4 


E 959/55 > - 
Si a=(m,2m), blla, a-b=(2m,p) y |a-b||=20 calcular el módulo de b. 


Rpta. ||b ||=10 


9592559 E) — — —s + > 
Sí a+b+c=0,lall=3, ]bll=4 y Ilc|l=6.Hallar el valor de a (2b- a) 
Rpta. 2 


> 


- > — > 5 
Sean los vectores a,b y c tales que |a|l=V26, |bll=35/2 y b.c=12 sí 
9 5 3 — 5 
a=b-c. Hallar ||c| Rpta. |lcll=4/2 


5 > o 


> 5 5 - > >> 
Sean los vectores a,b y c talesque a=b+c,llall=5, [lbll=2/5 y b.c=10. 


E) - 
Hallar || c ||. Rpta. |lcll=5 


> 5 5 Ed > => 
=0 y lal=2, |bl=43. |cl=8. Calcular a.c. 


55 
Rpta. a.c=10 
— 5 E) 5953955 
Sabiendo que Ilall=3, llbl=1, Ilcll=4 y a+b+c=o0. Calcular la suma 


9393932995 


a.br+b.cra.c. Rpta. -13 
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395 323 


= E. 5 - > 
Si a+b+c+d=0, calcular 2c.d, sabiendo que |a+b||-6, |cll=3, Ild|=4 
li 


Rpta. 
D 2 


35333 a — > >> 7 
Sí a+b+c=0ylall=2, lbll=5, Ilc|l=6.Calcular a.b. Rpta. 5 


> > À — > 
Dados los vectores a = (8,6) y b =(-2,6). Hallar los vectores p y q talesque p lg, 


> 5 E — — 
gilb y a=p+q. Rpta. p=(1,-3), q=(9,3) 
-+ > 55 
En la figura se tiene: |jal-F4s, ||b]-6. Halar a.b. 
a 


3a > 
Rpta. a.b=12 
o —- 

120 b 


>> - 5 
Calcular a.b, siendo ||a ||=4, ||b||=2V3, donde en la figura aparece los vectores 


> — 


ayb. 


353 
Rpta. a b=4/3 





E) - 
Dos vectores a y b forman un ángulo agudo cuyo sen 0 = 0.75, averiguar el módulo del 


3 5 > > 
vector b , sabiendo que a— b es ortogonala a y que el módulo de a es 27. 
o AOS 
Rpta. || b I- E dd 


> a — > 
Los vectores a y b forman un ángulo de 6 = 120º, sabiendo que ||a |=3 y |b|=5. 


> E a À > 5 > = 
Determinar ||a+ b||, ab |). Rpta. |a+b|l=V19: |a-b|=7 
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é 


O OO 


É 


O O 


a) > > 
Los vectores a y b forman un ángulo de 45º y el módulo de a es 3. Determinar el 


-s 5 > — 
módulo de b de modo que a—b sea perpendiculara a. Rpta. I|bll=3/2 


E A) E) —+ — 

Calcular || a + b |] sabiendo que a y b forman un ángulo de 150º y que fla |= 48 y 
- > 5 

b|=6. Rpta. |a+b||=2/3 


5 - s > 
Los vectores a y b forman un ángulo de 60º, sabiendo que Ia lj=5, bI|l=8, 


> 5 E, 
determinar ||a+b|ly |ha-b |). Rpta. 129 y 7 


32 > > — > 
Sean a, b y c vectores diferente de cero, y suponiendo que el ángulo entre a y c es 


— 


- E À 
igual al ángulo entre b y c; para qué valor de tes el vector c perpendicular al vector 


— 252 05 — 
d=|blla+rb Rpta. t=-|ja || 


— 5 — 
Dados dos vectores a y b forman entre sí un ángulo de 60º y el módulo |a ||=6. 


=» > 5 5 
Hallar el módulo de b para que a-b forman con a un ángulo de 30º. Rpta. ||bl|j=3 


> > 

Si a,b son vectores unitarios y O es el ángulo entre ellos. Demostrar que: 

>; 6 

slla-bl] = |sen—] 

2 2 

Consideremos los vectores de la figura: 
> - Em 

Si c=ma+na”, donde: 


=» > 
lcll=8, |alj=2. Haltar m-3n 





Rpta. 2/3-J6 


776 


En la figura adjunta se dan los vectores. 


> —s — 
Si c=ma+nb;, siendo; 


— — — 
lall=3, |bll=2, cl=6 
Hallar m+n  Rpta. 


Se tiene los vectores de la figura: 


- 
sí lja ||=243. Hallar: m+n 
— > 


donde b=ma+nb. 


3 
Rpta. m+n=— 
Pp n 3 


> - 
En la figura: |b|=10, |cl=20, 


- + > 
además a =(20,-3). Hallar a+b+2c 


Rpta. EB 2+2045 ) 


> > > 
Calcular a.b , donde a y b sonlos 


vectores de la figura adjunta para los 


— — 
cuales a |l=8 y |bll=V72. 


> > 
Rpta. ab=- 48 





Eduardo Espinoza Ramos 





Vectores Bidimensional 777 


(1) 


Dados los vectores que se muestran en 
la figura. Hallar m+ “3h, sabiendo 
— > — 


Ee 
que c=ma+rnail, siendo a un 


ai 
vector unitario y || c ||=8. 


Rpta. 843 


53 > 
En la figura se tiene los vectores a, b y 


— — + — = 
c donde lall=203 síc=ma+nb. 


Hallar m — n. 


Rpta. é 





—s —s ——s 
Enla figura: A4B||OY y |O4|=4. 


——s — —, 
Si OB=m04+nOA+, Hallar el 


valor dem-n. 


Rpta. >(3 = 3) 





53945 — -—» 

Los lados de un triángulo son los vectores a, b,a-b,sí llal=5, ||b|F3, además 
= s + =—+  —+ 

comp? = Es Hallar || a-— b||. Rpta. |a-b|- 19 
b 


— > — 5 — 
Sean a y b dos vectores tales que a =(5,-2), comp, =-58 y ||b|- 29. Hallar 
a 


- 


compá . Rpta. -2,/29 
b 


— — — —» 
Si a es un vector del mismo sentido que v = (1,2) tal que || a |- 50 y || b |H 29. Hallar 


- 


comp? . Rpta. -40 
b 


778 
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> + > -—+ —- 
Los lados de un triângulo son los vectores a,b y a+b sí llal-4, |b|-F6 y 


EM 


5 > 
compê =2. Hallar |a+ b||. Rpta. |a+b|- 76 
b 


— > 


Encontrar el vector proyê si comp =-3 y si (1,-1) es un vector que tiene la misma 
b b 


E > 
dirección que b. Rpta. proyá = Leg 3) 
b 


J2 


E A À as — —- 
Los lados de un triángulo son los vectores a,b y a+b, tales que ||a |-3, ||b|- 242 


ar 
a 


-— 0 —S —+ > + 
ylla+bl- 53. Calcular 2comp? — compl *P). 
b 


— — -—» -—» —+ 
Los vectores a y b son los lados de un paralelogramos si | a |-6, |lal-2/bll y 


—- 


comp é determinar || a- b||. Rpta. ||a-bI|ES 
b 


-— -— 
Dados los vectores a=(k+2,2k) y b=(-3, k+1), determinar los valores de k de 


- > 3 
manera que proyá y b están en direcciones opuestas. Rpta. ke< die > 
b 


— 
Dado el triângulo de vértice A, By € con ángulo en A igual a 45º; || AB |- 642, 


di E = 
graficar y hallar || BC ||, comp a — comp o, 
BC BC 


=fuas > 


> 5 > = 
Los lados de un triângulo son a,b y a-b tales que || a |-10, I|b|H6 y comp5 =-—5. 
b 
> > > 
Hallar la longitud de a— b Rpta. |a-b|-14 


> > > — — 
Los lados de un triángulo son a, b y a+b tales que lal-8, ||b|-6y 


a; > = >> 
la+  |= 468. Haltar comp2*? -3comple Rpta. 32 


— > 
a bh 
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= = — ne » 22 —, => 
Sí lla-bl|-4, |bl-H3 y compê” Eae Hallar la norma de a. Rpta. |ja |- 69 
d 
— A) mA > 
Sea ja |- 65. |la+b|-164 y compl*” = Rê . Hallar compl”. 
b 
f Ia || 
Rpta. comp? AZ 
b 5 
Sabiendo que proyº?” =(1,2) y pro?” =(-4,-8) . Hallar proyt2"= 4º 
a a a 
5 =p => = 
Si a y b son dos vectores no nulos tales que el módulo de |la ||=||b ||=k y el ángulo 
— —+ 
entrea y bes ç y la norma de su diferencia es 2 — k. Hallar k Rpta. k=1 


> > 


—- >. s > > 
Sí proyi =(2,-5), proy, =(-3,2) y b=2a+a. Hallar b|| Rpta. ||b]-sv2 
b b 


— — E » > 
Dados los vectores a = (3, 3) y b=(V3,-1). Hallar A proy? + proyá) 
a b 


Rpta. (3+43, 143) 


—s ——s ——s 
Dado el AABC en el cual < A=120º || AB|-F4 y | ACI|F7, encontrar || BC || y 


——s, — —s 
las proyecciones de AB y AC sobre BC. 


— + —s a 
Dado el AABC con 4 A=45º, | AB|-8, || AC |- 642, encontrar || BC || y las 


—s nã ——s 
proyecciones de AB y AC sobre BC. 


——s —— —s, 
Dado el triângulo ABC con || AB|FIO, ||4CI|-F9, || BCI|H7, encontrar las 


——s — —s 
proyecciones de AC y BC sobre AB. 


gd ae = . 
Dado el AABC con || AB|-F5. | AC|F7, || BC |-9. encontrar las proyecciones de 


e —— —» 
AB y AC sobre CB. 


780 


0) oO Oo 


E) 


Eduardo Espinoza Ramos 


a — > — >> >> 2 

Sí d=a+b+c, Ibanjhe é «lblka. Icl-r, a.b=pq, a.c=pr'y proys =. 
- -— 

Hallar el módulo de d . Rpta. lldl=p+g+r 


Er, 


— — — 
Hallar el ángulo formado por los vectores a y proyá sí a=(1,2)y b=(13). 
b 
7 
Rpta. 0 =arccos(—=) 


J5 


- = E — 
Si proyê =(1,3) y proy? =(3,1), calcular a+b y el ángulo entre los vectores a y 
b a 


a + 0 20 
b. Rpta. atb =.) 
Pp 
- = - > 
Demuestre que: comp to = = compê + comp$ 
d d 
> Fá — ir 
Demuestre que: Sí comp? .,—comp? ,=0 entonces ||a |l=||b| 
a+b a+b 
> + E > —- 


Sí a.bz0 y a. ii Demuéstrese: proyj=proyj & c=hb 
e b 


2355 2 539959 
Sean a,b,c,d vectoresen V, talque a=b+c+d. Demostrar que: 


5 > -— = 
D proy2+proy£+proyl=a 
a a a 


> — — > > - > 
ii) Sillbl=|lcll=|ld || entonces proyê + proyê + proy; es paraleloa a. 
b c d 
En el paralelogramo ABCD. x (BAD) = 60º. B Cc 


——, ——s 
| 4B |Fa, || AD|-2a, donde ae R- (0) 


A 
st p= proy*€ de || y qu proy 4€ Il. D 
“AD “AB. 


9 
Haliar p+q Rpta. id 
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ao -— 
(143) En la figura, a,b y c son tres vectores de 


-— > 
V,. tales que b es unitario, c es ortogonal a E + 
Cc 
— > > 3 > = 
ay atm Hallar compá 
e 
= 
- 8 b 
Rpta. comps =— 
c 2 
En el rectângulo de la figura: H.Py Q son 
— ———s» Ei A F B 
puntos medios AB=4FB, |oc|-4a, Drssqia rg 
ey 3 53, —S. —s me 
IOAjEa St v=HF+AP+QC. | 
Hallar: comp” +comp” | 
AB os 
Es , é á 
Rpta. (2645 +53)a 


20 


Dados tres puntos A, B y €, los cuales forman un triángulo, hallar la dirección de una 


altura cualesquiera del triángulo, usando el vector proyección. 


— — ——3 ——s AC 
Rpta. Laalturarelativaallado AB: PC =AC-proy"” 
AB 


—s 
Consideremos el cuadrilátero ABCD tal que E(1,5) es el punto medio de AB , H(4,2) es 


——s ——s —» 
el punto medio de AD; CE es paralelo al vector (2,3), DE es paralelo a (1,-2) y 


proy = (5,5) encontrar los vértices A,B.C y D. 
AC 
Rpta. A(3,7), B(C1,3), C(-3,-1) y D(5,-3) 


—s E, 
(147) En el paralelogramo ABCD, (BAD) = 60º, | 4Bl-2, HIADI-F4, sí 


“|, gallproy ºC |. Hallar p+q. Rpta. p+q=9 


AD AB 


pl proy 
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— — 


> fa = — 
Sia y b no son nulos y proyi+(provl)i=(a)i+b entonces probar que: 
b a 


— > — > o 
lal=lblly al(a-b). 





- — 
-, A Er E 
Sia= db do y comp? =4.Hallar a2.b 
51 nb Hj a 
RS S1 68 
Sean P(2,3), Q(5,7), R(2,-3) y S(1.2) calcule provo, Rpta. provEs =(—,—) 
PQ 25 25 


En la figura adjunta, determinar los 
> ..—s ———» 


vectores AC, AB y BC, sabiendo 


que: I|4Bll=3 y AC paralelo al 
eje Y. 





o SD Eus 
Rpta. AB=(-=,—), BC=(=,—), 
ai : 55 Ga 20 
—s 
AC = (0,É) 
4 
> .>3. > —s 
En la adjunta, determinar los vectores AB, OC, CB sabiendo que || AC = 13, 
pe a 
|| AB 1->. OA = 





Rpta. 4B=(=,3), OC=(-3,>), CB=(-,— 
pta G ) ( 2) ai 2) 
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(5) 


Un triangulo DEF se encuentra sobre un plano inclinado como se muestra en la figura 
—, 


adjunta. Hallar el vector DF. 





su 
Rpta. DF =(2,3) 


En el paralelogramos de la figura se 
>  —s 
tiene: DE=EC,m 4 (BAD) = 60º. 
—s 
La altura relativa a la base AD esh. Si 


> .—s3 —s 


== 7 
M = AB+ AE-BD y P=proyl,, 
AD 





e 
hallar || P |] en función de h. 


Rpta. nPI=- SÊ 
> — > 
Si b y c son diferentes de O , demuestre que: 


= - E Er 
i) Sib yc sonparalelos, entonces proyi = proy 
b c 


- 


Ed Ed >» 
ii) Si comp",=compê,sir>0 (b=0) 
rb b 


= - 


> 
iii) Si comp”.=-compê, sir<O (bx0) 
rb b 
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